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Resumo
A questa˜o central abordada nesse trabalho e´ a seguinte:
Conjectura. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo. Se
G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo verbal associado, w(G), e´ localmente nilpotente.
Quando w = x, essa conjectura coincide com o ce´lebre resultado de J.
Wilson para grupos n-Engel residualmente finitos. Obtemos soluc¸a˜o positiva
para tal questa˜o em outras classes de palavras. Nossas principais contri-
buic¸o˜es foram determinar crite´rios de nilpoteˆncia locais para subgrupos ver-
bais de grupos residualmente finitos e grupos profinitos finitamente gerados.
Cabe ressaltar que em diversas demonstrac¸o˜es foram empregados me´todos
Lie-teo´ricos criados por E. I. Zelmanov.




The main theme in this work is the following:
Conjecture. Let w be a group-word and n a positive integer. Assume that
G is a residually finite group in which all w-values are n-Engel. Then the
corresponding verbal subgroup w(G) is locally nilpotent.
When w = x, this conjecture coincides with the result due to J. Wilson
for n-Engel residually finite groups. Here, we obtained the positive solution
for many classes of words. Our main contributions are to give nilpotency cri-
teria for verbal subgroups of residually finite and finitely generated profinite
groups. In the proofs we used Lie-methods created by E. I. Zelmanov.




xG classe de conjugac¸a˜o de x em G;
XG fecho normal do conjunto X em G;
[x, y] x−1y−1xy;
|S| cardinalidade do conjunto S;
H 6 G H e´ subgrupo de G;
H EG ou H CG H e´ subgrupo normal de G;
G ' K G e´ isomorfo a K;
|G : H| ı´ndice do subgrupo H no grupo G;
〈X〉 subgrupo gerado por X;
[A,B] subgrupo 〈[a, b] | a ∈ A e y ∈ B〉;
G′ [G,G];
G/N grupo quociente de G por (um subgrupo normal) N ;
G1 × . . .×Gk produto direto dos grupos G1, . . . , Gk;
H oN produto semidireto de N por H;
Γk(G) conjunto dos comutadores de peso k em G;
γk(G) k-e´simo termo da se´rie central inferior de G;
G(k) k-e´simo termo da se´rie derivada de G;
Gk subgrupo gerado pelas k-e´simas poteˆncias de G;
Gp p-subgrupo de Sylow de G;
Gˆp = Gˆ completamento pro-p de G;
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HP (G) radical de Hirsch-Plotkin de G;
ε(G) (ε(G)) conjunto dos elementos Engel (limitados) de G;
w(G) subgrupo verbal associado a w em G;
Dn diedral de ordem 2n;
D∞ diedral infinito;
N h grupos solu´veis com altura de Fitting 6 h;
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Introduc¸a˜o
Nosso objetivo e´ obter crite´rios de nilpoteˆncia para subgrupos verbais de gru-
pos residualmente finitos e profinitos finitamente gerados. Mas a motivac¸a˜o
para o nosso estudo e´ baseada em certos problemas gerais sobre subgrupos
verbais.
Antes de citar os problemas que motivam o nosso trabalho, fixamos algu-
mas notac¸o˜es mı´nimas. Um elemento na˜o trivial do grupo livre F = F (X),
onde X = {x1, x2, . . .} e´ um conjunto de geradores livres de F , e´ chamado
de palavra de grupo (ou simplesmente, palavra). Sejam w = w(x1, . . . , xs)
uma palavra e G um grupo. Dados g1, . . . , gs ∈ G, o elemento w(g1, . . . , gs)
e´ chamado de w-valor (em G); o conjunto de todos os w-valores e´ denotado
por Gw, isto e´, Gw = {w(g1, . . . , gs) | gi ∈ G}. E o subgrupo verbal w(G) e´
definido como sendo o subgrupo gerado pelo conjunto Gw.
Problema 1. (Hall) Sejam G um grupo e w = w(x1, . . . , xs) uma palavra.
Se Gw e´ um conjunto finito, enta˜o o subgrupo w(G) e´ finito?
Tal problema admite resposta positiva [R, Cap´ıtulo 4, pa´gs. 119–121]
para as palavras da forma
γk = [x1, . . . , xk] e δk = [δk−1(x1, . . . , x2k−1), δk−1(x2k−1+1, . . . , x2k)]
Quando uma palavra satisfaz o Problema de Ph. Hall, chamamos tal palavra
de concisa. Em [I], S. V. Ivanov mostrou que tal problema em geral e´ falso.
Ou seja, existem palavras que na˜o sa˜o concisas.
2Recentemente, D. Segal [SD1] sugeriu uma questa˜o ana´loga a essa questa˜o
de Ph. Hall, mas restrita a classe dos grupos residualmente finitos. Em [AS],
C. Acciarri e P. Shumyatsky obtiveram o seguinte avanc¸o para tal questa˜o:
Teorema. (Acciarri e Shumyatsky, [AS, Teorema 1.1]) Seja q a poteˆncia de
um primo p e w um comutador multilinear. Considere v = wq. Enta˜o v e´
concisa na classe dos grupos residualmente finitos.
Outra questa˜o interessante nessa perspectiva foi proposta por I. D. Mac-
donald (e reapareceu, sugerida por V. D. Mazurov em “The Kourovka Note-
book” [Kh.M, Problema 13.34]) e´ a seguinte:
Problema 2. (Macdonald) Seja n um inteiro positivo e G um grupo. Se
[x, y]n = 1, para todos x, y ∈ G, enta˜o cada elemento do subgrupo derivado
tem ordem finita?
A resposta para tal questa˜o e´ tambe´m, em geral, negativa. Foram dados
contra-exemplos por: G. S. Deryabina e P. A. Kozhevnikov [DK] e S. I. Adyan




2 x1x2, denotamos por
G′ o subgrupo gerado por Gw1 . Usando a soluc¸a˜o do Problema Restrito de
Burnside, P. Shumyatsky [S] mostrou que o Problema 2 tem resposta posi-
tiva se o problema for restrito a classe dos grupos residualmente finitos e n
e´ uma poteˆncia de um primo. Mais precisamente:
Teorema. (Shumyatsky, [S]) Sejam G um grupo residualmente finito e q
uma poteˆncia de um primo p. Se [x, y]q = 1, para todos x, y ∈ G, enta˜o G′ e´
localmente finito.
Esses dois problemas sa˜o parte importante da motivac¸a˜o desse trabalho.
A perspectiva do trabalho e´ determinar que restric¸o˜es devemos impor sobre
o conjunto Gw para que o subgrupo w(G) seja localmente nilpotente. Mais
precisamente:
Problema 3. Sejam X uma classe de grupos, G ∈ X e w uma palavra.
Quais restric¸o˜es devemos impor sobre o conjunto Gw, para que o subgrupo
w(G) seja localmente nilpotente?
A restric¸a˜o que impomos sobre o conjunto Gw sa˜o as condic¸o˜es de Engel.
3Sejam G um grupo e g ∈ G. Dizemos que g e´ Engel se para cada h ∈ G
existir um inteiro positivo n = n(h) tal que
[h,n g] = 1.
Caso a escolha do n seja independente da escolha do elemento h ∈ G, dizemos
que g e´ n-Engel. Dizemos que um grupo G e´ Engel se todos os seus elementos
sa˜o Engel; um grupo e´ n-Engel (ou ainda, G satisfaz a n-e´sima condic¸a˜o de
Engel) se todos os seus elementos sa˜o n-Engel. Dizemos ainda que G e´ Engel
limitado se cada elemento x ∈ G e´ n-Engel, onde n depende da escolha do
elemento x. Chamamos HP (G) o u´nico subgrupo normal localmente nil-
potente contendo todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G.
Chamamos HP (G) o radical de Hirsch-Plotkin de G.
Da´ı, o nosso objeto de estudos sa˜o os elementos Engel de um grupo G.
Sabemos que,
HP (G) ⊆ ε(G),
sendo que ε(G) e´ o conjunto dos elementos Engel de G. Em geral, tais
conjuntos na˜o coincidem e, na verdade, o conjunto ε(G) na˜o precisa ao menos
ser subgrupo de G. Nosso objetivo e´ estudar elementos Engel em subgrupos
verbais de grupos residualmente finitos. Para justificar a escolha de tal classe
de grupos, cabe destacar alguns fatos:
Em 1991, usando a soluc¸a˜o positiva do Problema Restrito de Burnside,
J. Wilson mostrou que:
Teorema. (Wilson, [W, Teorema 2]) Seja n um inteiro positivo. Se G e´ um
grupo n-Engel residualmente finito, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
Em particular, HP (G) = ε(G) = G. Em 1999, P. Shumyatsky estendeu
tal teorema da seguinte forma:
Teorema. (Shumyatsky, [S1]) Sejam k, n inteiros positivos e G um grupo re-
sidualmente finito. Se [x1, . . . , xk] e´ n-Engel, para quaisquer x1, . . . , xk ∈ G,
enta˜o o k-e´simo termo da se´rie central inferior e´ localmente nilpotente.
Isso nos sugere a seguinte Conjectura:
4Conjectura A. Sejam w palavra de grupo e n um inteiro positivo. As-
suma que G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sa˜o
n-Engel. Enta˜o, o subgrupo verbal correspondente w(G) e´ localmente nilpo-
tente.
Em relac¸a˜o a Conjectura A, obtemos os seguintes avanc¸os:
Teorema A. (B., Shumyatsky, Tortora e Tota, [BSTT, Teorema A]) Sejam
d, n inteiros positivos e w um comutador multilinear. Considere v = wd. Se
G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os v-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo verbal correspondente, v(G), e´ localmente nilpotente.
Teorema B. (B., Shumyatsky, Tortora e Tota, [BSTT, Teorema B]) Sejam
n um inteiro positivo e w um comutador multilinear. Se G e´ um grupo local-
mente graduado no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel, enta˜o o subgrupo
verbal w(G) e´ localmente nilpotente.
Teorema C. Sejam d, n inteiros positivos. Se G e´ um grupo residualmente
finito no qual x e´ n-Engel ou xd e´ n-Engel, para todo x ∈ G, enta˜o o sub-
grupo verbal Gd e´ localmente nilpotente.
Teorema D. (B., Shumyatsky, Tortora e Tota, [BSTT, Teorema C]) Sejam
n um inteiro positivo e w uma palavra na˜o-comutador. Se G e´ um grupo re-
sidualmente finito no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel, enta˜o o subgrupo
verbal correspondente, w(G), e´ localmente nilpotente.
Na classe dos grupos profinitos finitamente gerados foram obtidos resul-
tados interessantes acerca de condic¸a˜o de Engel. Por exemplo:
Teorema. (Wilson e Zelmanov, [WZ]) Seja G um grupo profinito finita-
mente gerado. Se G e´ Engel, enta˜o G e´ nilpotente.
Teorema. (Shumyatsky, [S5]) Sejam k um inteiro positivo e G um grupo
profinito finitamente gerado. Se [x1, . . . , xk] e´ Engel, para todos x1, . . . xk ∈
G, enta˜o γk(G) e´ localmente nilpotente.
Note que para grupos profinitos foi exigido que os elementos sejam apenas
Engel. Por exemplo, existem grupos Engel residualmente finitos que na˜o sa˜o
5localmente nilpotentes (grupos de Golod-Shafarevich, [G]). Assim, nos resul-
tados gerais para grupos residualmente finitos e´ necessa´rio que os elementos
sejam, pelo menos, n-Engel. Com isso, parece razoa´vel considerar a seguinte
pergunta:
Problema 4. Seja w um palavra. Se G e´ um grupo profinito finitamente
gerado no qual todos os w-valores sa˜o Engel, enta˜o o subgrupo verbal cor-
respondente, w(G), e´ localmente nilpotente?
Observac¸a˜o 0.0.1. Seja G um grupo profinito e w uma palavra. Em princ´ıpio,
o grupo abstrato 〈Gw〉 na˜o precisa ser um subgrupo fechado de G.
A t´ıtulo de ilustrac¸a˜o, cabe destacar um resultado geral de A. Jaikan-
Zaparain acerca dos subgrupos verbais de grupos pro-p finitamente gerados:
Teorema (Jaikin-Zapirain, [J-Z, Teorema 1.1]) Seja w = w(x1, . . . , xs) uma
palavra. Chamemos F = F (x1, . . . , xs). Enta˜o sa˜o equivalentes
(a) w(P ) ⊆c P (gerado como grupo abstrato), para qualquer grupo pro - p
finitamente gerado P ;
(b) w /∈ (F ′)pF ′′.
Mesmo com tais restric¸o˜es, obtemos os seguintes resultados:
Teorema E. Sejam k, d inteiros positivos e G um grupo pronilpotente fini-
tamente gerado. Se [x1, . . . , xk]
d e´ Engel, para todos x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o
γk(G) e´ localmente (nilpotente-por-finito).
Observamos que o Teorema A na˜o parece admitir uma versa˜o ana´logo
no caso profinito. O resultado mais pro´ximo que obtivemos nessa direc¸a˜o foi
o teorema acima, o qual ainda esta´ restrito aos grupos pronilpotentes finita-
mente gerados.
Teorema F. Sejam w palavra na˜o-comutador e G um grupo profinito fini-
tamente gerado. Se todos os w-valores sa˜o Engel, enta˜o o subgrupo verbal
correspondente w(G) e´ nilpotente.
6Direta ou indiretamente, nos resultados anteriores consideramos que nos-
sos grupos satisfaziam identidades (ou identidades de classe). E, em geral,
tal fato tem relac¸a˜o com a imposic¸a˜o da condic¸a˜o de Engel em certos ele-
mentos. Os u´ltimos resultados do trabalho destoam um pouco do escopo dos
primeiros resultados, pois na˜o sa˜o crite´rios de nilpoteˆncia ou solubilidade (lo-
cal) para subgrupos verbais. Consideramos grupos residualmente finitos (ou
localmente graduados) satisfazendo uma identidade f ≡ 1 e demonstramos
os seguintes teoremas:
Teorema G. (B., A. Tortora e M. Tota) Seja G um grupo residualmente
finito satisfazendo alguma identidade f ≡ 1. Se G e´ Engel limitado, enta˜o G
e´ localmente nilpotente.
Teorema H. (B., A. Tortora e M. Tota) Seja G um grupo localmente gra-
duado satisfazendo alguma identidade f ≡ 1. Se G e´ Engel limitado, enta˜o
G e´ localmente nilpotente.
A estrutura desse trabalho, em vias gerais, e´ a seguinte:
Cap´ıtulo 1. Apresentamos as noc¸o˜es ba´sicas para a leitura do texto. In-
cluindo, especialmente, as noc¸o˜es de subgrupos verbais, grupos profinitos e
resultados Lie-Teo´ricos.
Cap´ıtulo 2. Apresentamos os resultados cla´ssicos associados as Condic¸o˜es
de Engel, especialmente aqueles que sa˜o usados ao longo do trabalho. Os
Cap´ıtulos 1 e 2 sa˜o a base conceitual da Tese.
Cap´ıtulo 3. Estudamos crite´rios de nilpoteˆncia local para subgrupos verbais
de grupos residualmente finitos, supondo que certos elementos sa˜o n-Engel.
E, adicionalmente, como aplicac¸a˜o obtemos resultados semelhantes para gru-
pos localmente graduados. Os Teoremas A, B, C e D sa˜o os resultados
mais importantes do cap´ıtulo.
Cap´ıtulo 4. Esse cap´ıtulo e´ uma continuac¸a˜o natural do Cap´ıtulo 3. Mas
estudamos crite´rios de nilpoteˆncia e solubilidade para subgrupos verbais de
grupos profinitos finitamente gerados. Pore´m, nesse caso, estamos supondo
que certos elementos sa˜o apenas Engel. Os Teoremas E e F sa˜o os resulta-
dos mais importantes do cap´ıtulo.
7Cap´ıtulo 5. Estudamos condic¸o˜es para que os elementos Engel limitados
de um dado grupo residualmente finito ou localmente graduado estejam no
radical de Hirsch-Plotkin. Os Teoremas G e H sa˜o os resultados mais im-
portantes do cap´ıtulo.
Apeˆndice A. Enunciamos os ce´lebres Problemas de Burnside. Como con-
sequeˆncia do Problema Restrito de Burnside, demonstramos que todo grupo
localmente graduado de expoente finito e´ localmente finito [M, Teorema 1].
Apeˆndice B. Nessa Apeˆndice fazemos um apanhado (comentado) das Conjec-
turas que aparecem no meio do texto. Inclu´ımos ainda, problemas gene´ricos
associados aos Problemas gerais de Engelianidade e/ou Problemas sobre Sub-
grupos Verbais, na˜o necessariamente conectados entre si.
Em princ´ıpio, os Cap´ıtulos 3, 4 e 5 sa˜o independentes. Com isso, o texto
















Aqui fazemos um apanhado geral das terminologias e fatos relacionados que
sa˜o usados ao longo do texto. Sendo que os resultados que na˜o apresenta-
mos demonstrac¸a˜o sa˜o seguidos de uma refereˆncia, onde a prova pode ser
encontrada.
1.1 Subgrupos Verbais
Para uma melhor ambientac¸a˜o introduzimos as terminologias necessa´rias
para o entendimento das conjecturas e dos resultados a respeito de palavras
e subgrupos verbais.
Uma palavras de grupo, ou simplesmente palavra, e´ um elemento na˜o
trivial do grupo livre F = F (X), onde X e´ um conjunto de geradores livres
{x1, x2, . . .}. Considere w = w(x1, . . . , xs) uma palavra, podemos escrever




onde nj e´ um nu´mero inteiro e ij ∈ {1, . . . , s}, j = 1, . . . , k. A partir de
agora, todas as palavras va˜o ser tomadas em sua forma reduzida.
Definic¸a˜o 1.1.1. Sejam G um grupo e w = w(x1, . . . , xs) uma palavra.
Dizemos que G satisfaz a identidade w ≡ 1 se
w(g1, . . . , gs) = 1
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para todos g1, . . . , gs ∈ G. Algumas vezes, podemos dizer que G satisfaz a lei
w ≡ 1.
Sejam G um grupo e w = w(x1, . . . , xs) uma palavra. Podemos associar
a seguinte aplicac¸a˜o de G× . . .×G (s vezes) em G:
Φw :
s vezes︷ ︸︸ ︷
G× . . .×G −→ G
(g1, . . . , gs) 7−→ w(g1, . . . , gs).
Ou seja, dados os elementos g1, . . . , gs ∈ G e uma palavra w = w(x1, . . . , xs),
a imagem de (g1, . . . , gs) via Φw e´ dada por
w(g1, . . . , gs) ∈ G.
Definic¸a˜o 1.1.2. Sejam G um grupo e w = w(x1, . . . , xs) uma palavra.
• Dizemos que um elemento h ∈ G e´ um w-valor (em G) se existem elemen-
tos g1, . . . , gs ∈ G de tal sorte que h possa ser escrito como:
h = w(g1, . . . , gs).
Denotamos por Gw o conjunto dos w-valores em G, ou seja, Gw =
Im Φw;
• O subgrupo verbal associado a` palavra w em G e´ definido como sendo o
subgrupo gerado por todos os w-valores em G. Denotamos tal subgrupo
por w(G), ou seja:
w(G) = 〈w(g1, . . . , gs) | g1, . . . , gs ∈ G〉 = 〈Gw〉.
Por uma questa˜o de uniformidade, adotamos as seguintes convenc¸o˜es so-
bre comutadores:
Definic¸a˜o 1.1.3. Seja G um grupo. Dados g1, g2 ∈ G. Denotamos o comu-
tador de g1 e g2 (nessa ordem) como sendo:





Para k > 3 e elementos g1, . . . , gk ∈ G. Denotamos o comutador dos ele-
mentos g1, . . . gk (nessa ordem) de forma indutiva:
[g1, g2, . . . , gk] = [[g1, g2, . . . , gk−1], gk].
1.1 Subgrupos Verbais 10
Nos referimos ao comutador [g1, g2] como sendo o comutador simples de
peso 2. E, para k > 3, chamamos o comutador [g1, g2, . . . , gk] como sendo o
comutador de peso k.
Proposic¸a˜o 1.1.4. Sejam G um grupo e w uma palavra de grupo. Enta˜o, o
subgrupo verbal w(G) e´ um subgrupo caracter´ıstico de G.
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato, veja em [R2, pa´gina 56].
Definic¸a˜o 1.1.5. Dizemos que uma palavra de grupo w = w(x1, . . . , xs) e´
uma palavra do tipo comutador se a soma dos expoentes de cada varia´vel
envolvida em w e´ zero. Quando uma palavra na˜o for do tipo comutador,
dizemos que ela e´ na˜o-comutador.
Exemplo 1.1.6. Sejam G um grupo e k um inteiro positivo.
• v1 = v1(x1) = xk1 e´ a palavra “poteˆncia” (k-e´sima poteˆncia).
• w1 = w1(x1, x2, x3) = [x1, x2]x43 e´ um exemplo de uma palavra na˜o-comutador
que na˜o e´ uma poteˆncia.
Nas palavras do tipo comutador ha´ uma famı´lia muito importante que
sa˜o os comutadores multilineares, explicitamente:
Definic¸a˜o 1.1.7. Sejam x1, x2, . . . um conjunto de geradores livres. Enten-
demos por comutador multilinear de peso 1, simplesmente as palavras da
forma w = xi, para algum i. Dizemos que uma palavra w e´ um comuta-
dor multilinear (de peso k > 1), se ela tem a forma w = [w1, w2], onde w1
e w2 sa˜o comutadores multilineares em varia´veis distintas, de pesos s e t,
respectivamente, com s+ t = k.
Seguem exemplos de palavras do tipo comutador.
Exemplo 1.1.8.
• O comutador multilinear de peso 2 e´ uma palavra w = [xi, xj], nos gera-
dores xi e xj, com i 6= j;
• Seja k ∈ N. Definimos a palavra γk da seguinte forma:
γ1(x1) = x1 e γk(x1, . . . , xk) = [[x1, . . . , xk−1], xk].
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• Seja k ∈ N. Definimos a palavra δk da seguinte forma:
δ0(x) = x e δk(x1, . . . , x2k) = [δk−1, δk−1].
• Seja k ∈ N. Consideramos εk = εk(x, y) a k-e´sima palavra de Engel dada
da seguinte forma:
εk = [x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k vezes
] =: [x,k y]
onde os comutadores sa˜o tomados indutivamente:
[x,0 y] = x e [x,k y] = [[x,k−1 y], y].
Observac¸a˜o 1.1.9. Seja k ∈ N. Temos que γk e δk sa˜o comutadores multi-
lineares. Enquanto isso, para k > 2, εk na˜o e´ um comutador multilinear.
Associado ao Exemplo 1.1.8, temos as seguintes classes de grupos (que
sa˜o parte do nosso objeto de estudo).
Definic¸a˜o 1.1.10. Sejam G um grupo e k um inteiro positivo.
• Dizemos que G e´ nilpotente (de classe 6 k) se γk(G) = 1, ou seja:
[g1, . . . , gk+1] = 1,
para todos g1, . . . , gk+1 ∈ G;
• Dizemos que G e´ solu´vel (de comprimento derivado 6 k) se δk(G) = 1, ou
seja:
[δk−1(g1, . . . , g2k−1), δk−1(g2k−1+1, . . . , g2k)] = 1,
para todos g1, . . . , g2k ∈ G.
Notac¸a˜o 1.1.11.
I Seja k > 2. Usamos G(k) para denotar o k - e´simo termo da se´rie derivada
do grupo G. Seguindo a Notac¸a˜o 1.1.3, dev´ıamos escrever δk(G), mas
em geral tal forma e´ menos usada.
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I Seja k um inteiro positivo. Denotamos o subgrupo verbal associado a
palavra k-e´sima poteˆncia em G como sendo Gk. Ou seja,
Gk = 〈xk | x ∈ G〉.
Ha´ uma relac¸a˜o muito u´til entre os comutadores multilineares de peso k
e a palavra δk. Mais precisamente:
Lema 1.1.12. ([S3]) Sejam k um inteiro positivo, G um grupo e w um
comutador multilinear de peso k. Enta˜o todos os δk-valores em G sa˜o tambe´m
w-valores em G.
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato, veja [S3, Lema 4.1].
Observac¸a˜o 1.1.13. Para uma visa˜o mais aprofundada e completa sobre
variedades de grupos e subgrupos verbais veja H. Neumman [N] ou D. Segal
[?].
1.2 Propriedades de grupos
Definimos agora as principais classes de grupos estudadas ao longo do nosso
trabalho. Especialmente, grupos residualmente finitos, localmente nilpoten-
tes e localmente graduados.
Definic¸a˜o 1.2.1. Seja X uma propriedade arbitra´ria de grupos. Seja G um
grupo. Enta˜o:
• Dizemos que G e´ localmente -X se todos os subgrupos finitamente ge-
rados de G teˆm a propriedade X.




Algumas vezes, escrevemos “residualmente X” e “localmente X”, sem
incluir o h´ıfen, especialmente quando na˜o houver perigo de confundir
a qual classe de grupos estamos nos referindo.
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Ao longo do texto os grupos localmente nilpotentes, residualmente fini-
tos e residualmente-p sa˜o as classes de grupos que va˜o aparecer com mais
frequeˆncia. Seguem suas definic¸o˜es abaixo:
Definic¸a˜o 1.2.2. Seja G um grupo.
• Dizemos que G e´ localmente nilpotente se todos os subgrupos finitamente
gerado de G sa˜o nilpotentes.








Observac¸a˜o 1.2.3. Com o intuito de na˜o causar dubiedade, muitas ve-
zes, quando estivermos escrevendo que um dado grupo e´ residualmente-X ou
localmente-X, vamos escrever a propriedade entre pareˆnteses. Por exemplo,




onde F(G) = {N C G | |G : N | < ∞} e N e´ a classe dos grupos
nilpotentes finitos.
I G e´ localmente (solu´vel-por-finito) se cada subgrupo finitamente gerado H
de G possui um subgrupo solu´vel K = KH , o qual e´ normal em H e
cujo grupo quociente H/K e´ finito.
Relembrando: Sejam X1 e X2 classes de grupos. Como e´ usual na Teoria de
grupos, dizemos que um grupo G e´ X1-por-X2 se existe um subgrupo normal
H em G tal que
H ∈ X1 e G/H ∈ X2.
Note que, a classe dos grupos residualmente finitos e´ “grande”, no sentido
de conter diversas classes importantes de grupos. Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 1.2.4. Seja G um grupo.
• (Hirsch) Se G e´ polic´ıclico, enta˜o G e´ residualmente finito.
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato, veja [R2, 5.4.17];
• (Iwasawa) Seja p um primo. Se G e´ um grupo livre, enta˜o G e´ residualmente-
p.
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato, veja [R2, 6.1.9].
Lema 1.2.5. Seja G um grupo residualmente (nilpotente finito) finitamente
gerado. Consideramos, para cada primo p, o subgrupo Rp que e´ dado pela
intersec¸a˜o de todos os subgrupos normais de G cujo ı´ndice e´ uma poteˆncia
do primo p. Se G/Rp e´ um grupo nilpotente, para cada primo p, enta˜o G e´
nilpotente.
O Lema acima e´ um caso particular do Lema 2.1 em [W]. Para uma
demonstrac¸a˜o desse fato, veja [S5, Lema 3.5].
Conjuntos normais e conjuntos c-fechados
Nessa sec¸a˜o tambe´m definimos conjuntos normais e conjuntos c-fechados.
Tais definic¸o˜es sa˜o de grande importaˆncia no nosso estudo.
Definic¸a˜o 1.2.6. Sejam G um grupo e X um subconjunto de G.
• Dizemos que X e´ um conjunto normal de G se
xg ∈ X
sempre que x ∈ X, para todo g ∈ G;
• Dizemos que X e´ um conjunto c-fechado de G se
[x, y] ∈ X
sempre que x, y ∈ X. Adotamos tal notac¸a˜o para adaptar ao termo em
ingleˆs: “commutator-closed set”.
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Grupos localmente graduados
Aqui estamos interessados em uma certa classe de grupos que conte´m os
grupos residualmente finitos.
Definic¸a˜o 1.2.7. Dizemos que um grupo G e´ localmente graduado se todo
subgrupo finitamente gerado possui um subgrupo pro´prio de ı´ndice finito.
O resultado a seguir garante que todo grupo residualmente finito e´, em
particular, localmente graduado.
Proposic¸a˜o 1.2.8. Seja G um grupo. Se G e´ residualmente finito, enta˜o G
e´ localmente graduado.
Demonstrac¸a˜o. Seja H um subgrupo finitamente gerado de G. Digamos
H = 〈h1, . . . , hr〉. Como G e´ residualmente finito, podemos obter subgrupos
normais Nh1 , . . . , Nhr tais que
hi 6∈ Nhi e |G/Nhi | <∞




Nhi CG e |G/N | <∞.





Em particular, H∩N tem ı´ndice finito em H. Como hi ∈ H \N , i = 1, . . . , r,
temos que H ∩N e´ um subgrupo pro´prio de H.
Observac¸a˜o 1.2.9. Note que todos os grupos localmente finitos e localmente
nilpotentes sa˜o localmente graduados. Portanto, existem grupos localmente
graduados que na˜o sa˜o residualmente finitos. Por exemplo, o grupo aditivo
dos nu´meros racionais (Q,+) e´ localmente c´ıclico e na˜o e´ residualmente fi-
nito.
Acerca de tal classe de subgrupos cabe ressaltar algumas propriedades.
Como grupos livres sa˜o residualmente finitos (em particular, grupos local-
mente graduados), temos que a classe dos grupos localmente graduado na˜o e´
fechada para imagens homomo´rficas. Mas, o seguinte resultado de P. Longo-
bardi, M. Maj e H. Smith [LMS], nos da´ uma condic¸a˜o suficiente para que o
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quociente de um grupo localmente graduado seja ainda um grupo localmente
graduado.
Lema 1.2.10. (Longobardi, Maj e Smith, [LMS]) Sejam G um grupo local-
mente graduado e N um subgrupo localmente nilpotente de G. Enta˜o G/N e´
localmente graduado.
No Apeˆndice A, usando o Problema Restrito de Burnside, mostramos
que todo grupo localmente graduado de expoente finito e´ localmente finito
[M, Teorema 1].
1.3 Grupos Profinitos
A classe dos grupos profinitos e´ extensa˜o da classe dos grupos finitos. E
muitos dos teoremas que sa˜o verdadeiros para grupos finitos sa˜o comuns (com
certas adaptac¸o˜es) para grupos profinitos, tais como Teorema de Lagrange
[RZ, Proposic¸a˜o 2.3.2], Teorema de Sylow [RZ, Corola´rio 2.3.6], Teoremas de
Hall, entre outros.
Nessa sec¸a˜o introduzimos algumas terminologias a respeito de grupos to-
polo´gicos, especialmente grupos profinitos.
Definic¸a˜o 1.3.1. Dizemos que uma terna (G, ·, τ) e´ um grupo topolo´gico se
(G, τ) e´ um espac¸o topolo´gico e as aplicac¸o˜es:
m : G×G→ G com m(g, h) 7→ g · h = gh e ι : G→ G com ι(g) = g−1
sa˜o aplicac¸o˜es cont´ınuas (com respeito a topologia τ).
Quando dizemos que G = (G, ·, τ) e´ um grupo compacto, queremos dizer
que (G, ·) e´ um grupo topolo´gico e (G, τ) e´ um espac¸o topolo´gico compacto.
Para maiores detalhes sobre espac¸os topolo´gicos veja Kelley [K].
Para simplificar a escrita dos resultados e/ou suas demonstrac¸o˜es, ado-
tamos algumas notac¸o˜es no contexto de grupos topolo´gicos. Denotamos por
K 6c G e H 6o G, que o subgrupo K e´ fechado em G e o subgrupo H e´
aberto em G.
Umas das propriedades fundamentais de grupos compactos e´ a seguinte:
Proposic¸a˜o 1.3.2. Seja G um grupo compacto. Se H 6o G, enta˜o H 6c G
e |G : H| <∞.
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato, veja [DDMS, Proposic¸a˜o 0.17, pa´g.
08].
1.3 Grupos Profinitos 17
Grupos Profinitos e pro-C
Definic¸a˜o 1.3.3. Dizemos que um grupo G e´ profinito se ele e´ um grupo
topolo´gico compacto Hausdorff cujos subgrupos abertos formam uma base de
vizinhanc¸as da identidade.
Podemos ainda dar uma definic¸a˜o de grupos pro-C (incluindo os grupos
profinitos), onde C e´ uma classe de grupos finitos, baseada em limite inverso.





onde os grupos Gi sa˜o grupos na classe C e cada Gi esta´ sendo considerado
munido com a topologia discreta. Dizemos que um grupo e´ profinito se
for um grupo pro-C, onde C e´ a classe de todos os grupos finitos. Para
maiores detalhes sobre a construc¸a˜o e propriedades de limite inverso veja
[RZ, Cap´ıtulo 1 e 2] ou [DDMS, pa´gs. 16–18].
Ale´m dos grupos profinitos, as classes de grupos pro-C que estudamos sa˜o
as seguintes:
1) Sejam p um primo e Fp a classe de todos os p-grupos finitos. Um grupo
pro-Fp e´ chamado, simplesmente de grupo pro-p.
2) Seja N a classe dos grupos nilpotentes finitos. Um grupo pro-N e´ cha-
mado, simplesmente, de grupo pronilpotente.
Seguem alguns exemplos de grupos profinitos:
Exemplo 1.3.4.
• Grupos finitos munidos com a topologia discreta;
• Sejam p um primo e G um grupo. Consideramos Np o conjunto de todos
os subgrupos normais de G cujo ı´ndice seja poteˆncia de p, isto e´,
Np = {N CG | |G : N | = pα}
Ordenamos tal conjunto pela inclusa˜o “inversa”. Temos que o conjunto dos
quocientes Qp = {G/N | N ∈ Np} forma um sistema inverso de p-grupos
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• Seja p um primo. Zp o grupo dos inteiros p-a´dicos;
• Seja p um primo. SLn(Zp), GLn(Zp);
Para os detalhes sobre as construc¸o˜es desses exemplos, veja [DDMS, pa´gs.
18–19].
Definic¸a˜o 1.3.5. Seja G um grupo profinito. Denotamos por pi(G) o con-
junto dos primos que comparecem na fatorac¸a˜o de |G| (no sentido de nu´meros
supernaturais [RZ, Cap´ıtulo 1]).
Lema 1.3.6. Sejam p um primo, d, k inteiros positivos e G um grupo pro-
finito. Chamemos pi = pi(G) e X = {[x1, . . . , xk]d | xi ∈ G}. Se p e d sa˜o
coprimos e p ∈ pi, enta˜o X = Gγk .
Demonstrac¸a˜o. Usando um argumento de limite inverso (veja por exemplo
[DDMS, Proposic¸a˜o 1.5]) podemos assumir que G e´ um grupo finito. Como
p e d sa˜o coprimos, pelo resultado [GS, Teorema 3], segue que
X = {[x1, . . . , xk]d | xi ∈ G} = Gγk := {[x1, . . . , xk] | xi ∈ G}.
Grupos pro-p admitem um resultado ana´logo ao Teorema da base de
Burnside para p-grupos finitos [R2, 5.3.2].
Lema 1.3.7. Seja G um grupo pro-p gerado por um conjunto X. Se G e´ m-
gerado, enta˜o existem elementos x1, . . . , xm ∈ X tais que G = 〈x1, . . . , xm〉.
Demonstrac¸a˜o. Usando um argumento de limite inverso (veja por exemplo
[DDMS, Proposic¸a˜o 1.5]), podemos assumir que G e´ um p-grupo finito.
Agora, pelo Teorema da base de Burnside [R2, 5.3.2], existem elementos
x1, . . . , xm ∈ X tais que G = 〈x1, . . . , xm〉.
Grupos p-a´dicos anal´ıticos
Uma classe importante de grupos pro-p sa˜o os grupos p-a´dicos anal´ıticos.
Tais grupos tem muitas propriedades interessantes e tem papel importante
no nosso estudo. Antes de definir o que vem a ser um grupo p-a´dico anal´ıtico
consideramos as seguintes definic¸o˜es:
Definic¸a˜o 1.3.8. Seja G um grupo profinito.
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• Denotamos por d(G) o menor nu´mero de elementos de G que sa˜o ne-
cessa´rios para gerar (topologicamente) o grupo G.
• Dizemos que G tem posto finito se
sup {d(H) | H 6c G} <∞.
Os grupos pro-p que sa˜o p-a´dicos anal´ıticos podem ser definidos da se-
guinte forma:
Definic¸a˜o 1.3.9. Dizemos que um grupo pro-p e´ p-a´dico anal´ıtico se ele tem
posto finito.
Notac¸a˜o 1.3.10. Quando G e´ um grupo de posto finito, denotamos por r(G)
o posto do grupo G, ou seja:
r(G) = sup {d(H) | H 6c G} <∞.
Cabe ressaltar uma caracterizac¸a˜o a qual evidencia a importaˆncia de tais
grupos:
Teorema 1.3.11. Seja G um grupo pro-p. Enta˜o as seguintes afirmac¸o˜es
sa˜o equivalentes:
(a) G e´ p-a´dico anal´ıtico;
(b) G . GLn(Zp) (isto e´, G e´ isomorfo a um subgrupo de GLn(Zp)).
Para uma lista mais completa de equivaleˆncias e suas devidas demons-
trac¸o˜es, veja [DDMS, pa´gs. 97 e 98].
Observac¸a˜o 1.3.12. Muitas vezes, em vez de escrever G . GLn(Zp), escre-
vemos “G possui uma representac¸a˜o linear fiel sobre os nu´meros p-a´dicos”.
Teorema 1.3.13. (Alternativa de Tits, [T, Corola´rio 1]) Seja G um grupo
finitamente gerado. Suponhamos que G admite uma representac¸a˜o linear fiel
sobre um corpo de caracter´ıstica 0. Enta˜o uma das seguintes afirmac¸o˜es e´
va´lida:
(a) G possui um subgrupo solu´vel de ı´ndice finito;
(b) G possui um subgrupo isomorfo a um grupo livre na˜o abeliano.
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1.4 Resultados Lie-Teo´ricos
Com muita frequeˆncia, usamos me´todos de “natureza” Lie-teo´rica nas de-
monstrac¸o˜es dos nossos resultados. Apresentamos as definic¸o˜es e resultados
que sa˜o usados ao longo do texto.
Definic¸a˜o 1.4.1. Sejam L um conjunto e F um corpo. Dizemos que L e´
uma a´lgebra de Lie (sobre F) se,
• L e´ um F-espac¸o vetorial;
• em L podemos definir um produto bilinear que chamamos de colchete de
Lie, o qual e´ denotado por [., .], e tem as seguintes propriedades:
B (Identidade de Jacobi) Para todos x, y, z ∈ L, temos
[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = 0;
B (Anti-sime´trica) Para todo x ∈ L, temos [x, x] = 0.
Muitas vezes nos referimos ao colchete de dois elementos, como sendo o
comutador (de Lie) de tais elementos.
Notac¸a˜o 1.4.2. Seja L uma a´lgebra de Lie. Adotamos a notac¸a˜o cujos
comutadores sa˜o tomados “a` esquerda”. Ou seja, se l1, . . . , ln sa˜o elementos
de L enta˜o
[l1, . . . , ln] = [. . . [[l1, l2], l3], . . . , ln].
Definic¸a˜o 1.4.3. Sejam L uma a´lgebra de Lie e a ∈ L. Dizemos que a e´
ad-nilpotente se existe um inteiro positivo n = n(a) de tal forma que
[x, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n vezes
] = 0
para todo x ∈ L. Se n e´ o menor inteiro com a propriedade acima, enta˜o
dizemos que a e´ ad-nilpotente de ı´ndice n.
Sejam L uma a´lgebra de Lie eX um subconjunto arbitra´rio de L. Dizemos
que h ∈ L e´ um comutador nos elementos de X se h pode ser escrito a partir
de algum sistema de colchetes de Lie nos quais os u´nicos elementos que
comparecem sa˜o elementos de X.
Seja L uma a´lgebra de Lie sobre um corpo F. Denotamos por F a a´lgebra
de Lie livre (sobre F) sobre uma quantidade enumera´vel de geradores livres
x1, x2, . . . .
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Definic¸a˜o 1.4.4. Seja f = f(x1, . . . , xn) um elemento na˜o trivial de F .
Dizemos que uma a´lgebra L satisfaz a identidade f ≡ 0 se
f(l1, . . . , ln) = 0,
para todos l1, . . . , ln ∈ L. Nesse caso, dizemos que L e´ PI, ou que L satisfaz
uma identidade polinomial na˜o trivial.
Aqui cabe ressaltar um importante crite´rio de nilpoteˆncia para a´lgebras
de Lie:
Teorema 1.4.5. (Zelmanov, [Z]) Seja L uma a´lgebra de Lie gerada pelos
elementos l1, . . . , lm. Se L e´ PI e todos os comutadores em {l1, l2, . . . , lm}
sa˜o ad-nilpotentes, enta˜o L e´ nilpotente.
Tal resultado e´ muito importante na Teoria de a´lgebras de Lie e tem
inu´meras aplicac¸o˜es na Teoria dos Grupos.
A´lgebra de Lie associada a um grupo G
Sejam i um inteiro positivo, p um primo e G um grupo. Denotamos por
Di = Di(G) o seguinte subgrupo de G:
Di = 〈gpj | g ∈ γc(G), onde cpj > i〉.
Tais subgrupos formam uma se´rie central de G, chamada se´rie de Zassenhaus-
Jennings-Lazard (ou abreviadamente, se´rie ZJL). Definimos a a´lgebra de Lie







Seja Fp um corpo com p elementos. Assim, L(G) pode ser vista como uma
a´lgebra de Lie sobre Fp, onde o colchete de Lie, [., .], e´ definido inicialmente
nos elementos homogeˆneos aDi+1 e bDj+1 como sendo
[aDi, bDj] = [a, b]Di+j+1.
Para os demais elementos em L(G), podemos estender o colchete por line-
aridade. Para mais informac¸o˜es acerca de a´lgebras de Lie, veja [S2, pa´gs.
375–380] ou [DDMS, Cap´ıtulos 11 e 12].
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Notac¸a˜o 1.4.6.
I Denotamos por δ(x) o grau do elemento x com respeito a se´rie ZJL, ou
seja, δ(x) e´ o inteiro positivo i tal que x ∈ Di \Di+1 (veja [WZ] para
mais detalhes).
I Para um elemento x ∈ Di \Di+1. Denotamos por x˜ o elemento xDi+1 ∈
L(G).
Observac¸a˜o 1.4.7. (Ca´lculos de comutadores) Sejam n um inteiro positivo
e F = F (x, y, z) o grupo livre nas varia´veis x, y, z. Enta˜o, o comutador
[xz,n y] pode ser escrito da seguinte forma:
[x,n y][z,n y]v(x, y, z)
onde v e´ o produto de comutadores de peso, no mı´nimo, n+ 2. Sendo que tal
comutador envolve as varia´veis x, z e envolve ainda y pelo menos n vezes.
A demonstrac¸a˜o dessa observac¸a˜o segue por induc¸a˜o sobre n.
O enunciado do Lema a seguir foi retirado do artigo [S5, Lema 2.4]. A
prova do Lema, bem como a Observac¸a˜o 1.4.7, segue como consequeˆncia da
demonstrac¸a˜o de um dos resultados em [WZ, Sec¸a˜o 3]. Com o intuito de
simplificar a leitura, apresentamos a demonstrac¸a˜o explicitamente.
Lema 1.4.8. Seja G um grupo pro-p. Se x e´ um elemento Engel, enta˜o x˜ e´
ad-nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Para cada inteiro positivo n consideramos a seguinte aplicac¸a˜o:
Ψn : G −→ G
a 7−→ [a, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
(n) vezes
].
Temos que Ψn e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua. Consideramos, para cada inteiro
positivo n o seguinte subconjunto:
Tn := Ψ
−1
n (1) = {a ∈ G | [a,n x] = 1}.
Dessa forma, cada Tn e´ um subconjunto fechado de G. Como x e´ um elemento
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Pelo Teorema da Categoria de Baire (veja por exemplo [K, p. 200]), existe
um subconjunto aberto de G em algum dos Tn’s. Da´ı, podemos obter um
inteiro positivo n, um elemento a ∈ G e um subgrupo aberto H de G de tal
sorte que
[ah,n x] = 1,
para todo elemento h ∈ H. Em particular, podemos considerar HCG (veja,
por exemplo [DDMS, B2, pa´g. 358]) e temos
[ah,n x] = [a,n x][h,n x]v(a, x, h),
onde v e´ um produto de comutadores de G (veja a Observac¸a˜o 1.4.7). Nesse
caso, temos ainda:
δ(v(a, x, h)) > δ(a) + nδ(x) + δ(h),
para cada h ∈ H. Chamemos |G : H| = pk. Dado um elemento g ∈ G,
temos que o comutador h0 = [g,k x] ∈ H e δ(h0) > δ(g) + kδ(x). Assim, pela
Observac¸a˜o 1.4.7, [h0,n x] = v(a, x, h0)
−1. Agora, vamos fazer uma estimativa
para δ([h0,n x]),
δ([g,n+k x]) = δ([h0,n x]) = δ(v(a, x, h0)
−1)
> δ(h0) + δ(a) + nδ(x)
> δ(g) + kδ(x) + nδ(x) + δ(a)
> δ(g) + (k + n)δ(x) + 1,
com isso temos que x˜ e´ ad-nilpotente (de ı´ndice 6 n+ k).
Lema 1.4.9. (Lazard [L, pa´g. 131]) Sejam G um grupo e x ∈ G. Enta˜o
(ad x˜)p = ad (x˜p).
Notac¸a˜o 1.4.10. Seja L(G) a a´lgebra de Lie associada a um grupo G. De-
notamos por Lp(G) a subalgebra de Lie gerada pela componente D1/D2.
Informac¸o˜es importantes do grupo G podem ser obtidas a partir da nil-
poteˆncia da a´lgebra de Lie Lp(G). Por exemplo, um resultado muito im-
portante devido a Lazard [L2] relaciona uma dada propriedade estrutural de
um grupo pro-p finitamente gerado G com a estrutura da sua a´lgebra de Lie
Lp(G).
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Teorema 1.4.11. (Lazard, [L2]) Seja G um grupo pro-p finitamente gerado.
Se Lp(G) e´ nilpotente, enta˜o G e´ grupo p-a´dico anal´ıtico.
Como e´ de se esperar, temos que as propriedades estruturais de um grupo
tem fortes implicac¸o˜es na a´lgebra de Lie Lp(G). Uma condic¸a˜o u´til para
garantir que uma dada a´lgebra de Lie satisfaz uma identidade polinomial foi
dado por J. Wilson e E. I. Zelmanov [WZ].
Definic¸a˜o 1.4.12. Sejam G um grupo e H um subgrupo de ı´ndice finito
em G. consideramos w = w(x1, . . . , xs) uma palavra de grupo e elementos
g1, . . . , gs ∈ G. Dizemos que w e´ uma identidade de classe sobre g1H, . . . , gsH,
se
w(g1h1, . . . , gshs) = 1,
para todos h1, . . . , hs ∈ H.
Teorema 1.4.13 (Wilson, Zelmanov, [WZ]). Sejam G um grupo, H um
subgrupo de ı´ndice finito e a1, . . . , an ∈ G. Se w e´ uma identidade de classe
sobre a1H, . . . , anH, enta˜o para qualquer primo p a a´lgebra de Lie Lp(G) e´
PI.
Em particular, podemos obter o seguinte corola´rio:
Corola´rio 1.4.14. Seja G um grupo. Se G satisfaz uma identidade de grupo
w ≡ 1, enta˜o Lp(G) e´ PI.
Observac¸a˜o 1.4.15. Uma refereˆncia mais completa acerca de aplicac¸o˜es de
a´lgebras de Lie em Teoria dos Grupos veja o artigo [S2].
CAP´ITULO 2
Condic¸o˜es de Engel
Nosso objetivo e´ estudar propriedades que generalizam o conceito de nil-
poteˆncia. Mais precisamente, condic¸o˜es de Engel. Nesse cap´ıtulo, fazemos
um apanhado dos resultados que usamos ao longo do texto acerca de grupos
e elementos Engel.
2.1 Condic¸o˜es de Engel
Definic¸a˜o 2.1.1. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo.
• Dizemos que g e´ n-Engel se
[x,n g] = [x, g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
n vezes
] = 1,
para todo x ∈ G. Algumas vezes dizemos que g ∈ G e´ Engel limitado,
sem explicitar o nu´mero n.
• Dizemos que g e´ Engel, se para qualquer x ∈ G existe nx = n(x, g) > 1 tal
que
[x,nx g] = [x, g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
nx vezes
] = 1.
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Definic¸a˜o 2.1.2. Seja G um grupo.
• Seja n um inteiro positivo. Dizemos que G satisfaz a n-e´sima condic¸a˜o de
Engel (ou simplesmente, G e´ n-Engel) se todos os seus elementos sa˜o
n-Engel. Equivalentemente, G satisfaz a identidade
[x,n y] = [x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
n vezes
] = 1,
para todos x, y ∈ G.
• Dizemos que G e´ um grupo Engel limitado, se todo elemento x de G e´
n-Engel, para algum inteiro positivo n = n(x).
• Dizemos que G e´ um grupo Engel, se todos os elementos de G sa˜o Engel.
Observac¸a˜o 2.1.3. Definimos todos os nossos conceitos de Engelianidade
a` esquerda, mas existem ainda definic¸o˜es cla´ssicas a` direita, na qual, o ele-
mento g ∈ G e´ dito n-Engel a` direita se
[g,n x] = 1
para todo x ∈ G. Tambe´m poder´ıamos definir: “g e´ Engel a` direita”, etc.
Entretanto, esse na˜o sera´ o nosso objetivo e, no nosso contexto, sempre
estamos considerando nossas definic¸o˜es “a` esquerda”. Para maiores detalhes
sobre elementos Engel a` direita veja [R, Cap´ıtulo 7].
Notac¸a˜o 2.1.4. Seja G um grupo.
I Denotamos por ε(G) o conjunto de todos os elementos Engel de G.
I Denotamos por ε(G) o conjunto de todos os elementos Engel limitados de
G.
I Dado n um inteiro positivo. Denotamos por εn(G) o conjunto de todos os
elementos n-Engel de G.
Observac¸a˜o 2.1.5. Naturalmente, temos o seguinte conjunto de incluso˜es:
εn(G) ⊆ ε(G) ⊆ ε(G),
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A proposic¸a˜o a seguir nos diz que existem elementos n-Engelianos e ele-
mentos Engel. Mais ainda, sa˜o encontrados como elementos em subgrupos
normais nilpotentes e subgrupos normais localmente nilpotentes, respectiva-
mente.
Proposic¸a˜o 2.1.6. Sejam G um grupo e N CG.
i) Se g ∈ N e N e´ nilpotente, de classe 6 n, enta˜o g e´ (n+ 1)-Engel.
ii) Se N e´ localmente nilpotente e g ∈ N , enta˜o g e´ Engel.
Demonstrac¸a˜o.
Dem.i) Dado x ∈ G. Temos [x, g] ∈ N , pois N e´ normal em G.
Como N e´ nilpotente de classe no ma´ximo n, segue
[[x, g], g, . . . , g︸ ︷︷ ︸
n vezes
] = 1.
Com isso, o elemento g e´ (n+ 1)-Engel em G.
Dem.ii) Dado x ∈ G. Temos [x, g] ∈ N , pois N e´ normal em G.
Como N e´ localmente nilpotente, segue que
H = 〈[x, g], g〉
e´ nilpotente, digamos de classe n = n([x, g], g). E, em particular,
[[x, g],n g] = 1.
Mais geralmente, para cada escolha de elemento x ∈ G, podemos associar
um subgrupo Hx gerado por [x, g] e g. Chamamos a classe de nilpoteˆncia de
Hx de nx = n([x, g], g). Da´ı,
[[x, g],nx g] = 1.
Naturalmente, todo grupo n-Engel e´ Engel e todo grupo localmente nil-
potente e´ Engel. Entretanto, na˜o sabemos se a classe dos grupos n-Engel
forma uma subclasse dos localmente nilpotentes. Na verdade, tal questa˜o e´
uma das conjecturas mais importantes relacionadas as condic¸o˜es de Engel.
Explicitamente:
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Conjectura 2.1.7. (E. Plotkin, [Kh.M, Problema 14.70]) Seja n um inteiro
positivo. Se G e´ um grupo n-Engel, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
Sem restric¸o˜es adicionais, salvo para n = 2, 3 e 4, a Conjetura 2.1.7
permanece em aberto. O diagrama a seguir descreve as relac¸o˜es de incluso˜es







para cada inteiro positivo n.
Em certas classes de grupos e´ sabido que a Conjectura e´ verdadeira. Por
exemplo, J. Wilson [W], mostrou que todo grupo residualmente finito n-Engel
e´ localmente nilpotente. Temos ainda que grupos localmente graduados n-
Engel sa˜o localmente nilpotentes (Y. Kim e A. H. Rhemtulla [KR]). Adici-
onalmente, em certas classes de grupos Engelianidade e´ suficiente garantir
que o grupo e´ localmente nilpotente. Por exemplo, grupos finitos Engel (M.
Zorn,[R2, 12.3.4]) ou, mais geralmente, grupos Engel satisfazendo a condic¸a˜o
maximal (R. Baer, [R2, 12.3.2]) sa˜o nilpotentes. Ou ainda, grupos Engel que
sejam solu´veis (K. Gruenberg, [GK]) ou profinitos (J. Wilson e E. I. Zelma-
nov, [WZ, Teorema 5]) ou compactos (Y. Medvedev, [MY]) sa˜o localmente
nilpotentes.
2.2 Radical de Hirsch-Plotkin
Duas questo˜es sa˜o centrais no estudo dos elementos Engelianos, sa˜o elas:
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a) Sob que hipo´teses temos que o radical de Hirsch-Plotkin HP (G) de um
grupo G coincide com o conjunto de todos os elementos Engel de G;
b) Ou sob que condic¸o˜es temos que ε(G) e´ um subgrupo de G.
Para uma refereˆncia na qual possui um apanhado com os principais
avanc¸os recentes, veja o artigo [A].
Para grupos localmente nilpotentes temos um resultado ana´logo ao Teo-
rema de Fitting [R2, 5.2.8, pa´g. 133]:
Proposic¸a˜o A. (Hirsch e Plotkin) Sejam G um grupo. Se H e K sa˜o sub-
grupos normais localmente nilpotentes de G, enta˜o J = HK e´ localmente
nilpotente.
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato, veja [R2, 12.1.2]. Um corola´rio ime-
diato dessa Proposic¸a˜o e´ a seguinte:
Proposic¸a˜o A’. Em um grupo G existe um u´nico subgrupo normal maximal
localmente nilpotente (chamado radical de Hirsch-Plotkin), contendo todos
os subgrupos normais localmente nilpotentes de G.
Para uma demonstrac¸a˜o, veja [R2, 12.1.3].
Notac¸a˜o 2.2.1. HP (G) denotara´ o radical de Hirsch-Plotkin de G (dado
na Proposic¸a˜o A e Proposic¸a˜o A’)
Em particular, pela Proposic¸a˜o 2.1.6, temos que
HP (G) ⊆ ε(G).
Para certas classes de grupos tais conjuntos coincidem, tais como para grupos
finitos. Apresentamos alguns resultados onde a igualdade ocorre, especial-
mente, aqueles que usamos no decorrer do trabalho.
Definic¸a˜o 2.2.2. Dizemos que um grupo G satisfaz a condic¸a˜o maximal
se todo conjunto na˜o vazio de subgrupos de G, parcialmente ordenado pela
inclusa˜o, possui um elemento maximal.
Teorema 2.2.3. (Baer) Seja G um grupo satisfazendo a condic¸a˜o maximal.
Enta˜o HP (G) e´ nilpotente. Mais ainda, os conjuntos ε(G), ε(G) e HP (G)
coincidem.
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Para uma demonstrac¸a˜o, veja [R2, 12.3.7]. Podemos obter um resultado
ana´logo para grupos localmente finitos.
Corola´rio 2.2.4. Seja G um grupo localmente finito. Enta˜o HP (G) = ε(G).
Demonstrac¸a˜o. Ja´ sabemos que HP (G) ⊆ ε(G). Resta mostrar a outra
inclusa˜o. Seja x ∈ ε(G). Vamos mostrar que A = 〈xg | g ∈ G〉 e´ localmente
nilpotente. Tomamos uma quantidade finita e arbitra´ria de elementos em G,
digamos g1, . . . , gs ∈ G. Vamos mostrar que
H = 〈xg1 , . . . , xgs〉.
e´ nilpotente. Como G e´ localmente finito e H e´ finitamente gerado, temos
que H e´ finito. Por outro lado, cada xgi ∈ ε(G), pois x e´ Engel. Portanto,
A e´ localmente nilpotente. Em particular, x ∈ HP (G) e isso conclui a
demonstrac¸a˜o.
Teorema 2.2.5. (Gruenberg) Seja G um grupo solu´vel. Enta˜o ε(G) =
HP (G).
Para uma demonstrac¸a˜o, veja [R2, 12.3.3]. Naturalmente, como corola´rio
desse resultado, podemos obter um ana´logo para grupos localmente solu´veis.
Corola´rio 2.2.6. Seja G um grupo localmente solu´vel. Enta˜o HP (G) =
ε(G).
Demonstrac¸a˜o. Chamemos E = ε(G). Basta mostrar que E e´ localmente
nilpotente. Escolha uma quantidade finita e arbitra´ria de elementos em E,
digamos y1, . . . , yr ∈ E. Assim, existem x1, . . . , xs ∈ ε(G) tais que
〈y1, . . . , yr〉 ⊆ H = 〈x1, . . . , xs〉.
Por hipo´tese, H e´ solu´vel. Pelo Teorema 2.2.5, HP (H) = ε(H) e como
xi ∈ HP (G), para cada i = 1, . . . , s. Temos que H e´ nilpotente. Como os
elementos de G foram tomados arbitrariamente, segue que E e´ localmente
nilpotente.
Cadeias de Subgrupos
De modo geral, o estudo dos elementos Engel de um dado grupo G e´ bastante
influenciado pela estrutura dos seus quocientes. Aqui apresentaremos um
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resultado muito importante devido a B. I. Plotkin que assegura a igualdade
HP (G) = ε(G) caso o grupo G tenha uma certa se´rie de subgrupos cujos
fatores sa˜o localmente nilpotentes.
A se´rie nilpotente superior de um grupo G e´ dada por
1 = U0(G) 6 U1(G) 6 . . .
onde U1(G) = Fit(G) que e´ o subgrupo gerado por todos os subgrupos nor-
mais nilpotentes de G e cada Ui+1 e´ obtido como sendo o seguinte subgrupo
de G:
Ui+1/Ui = Fit(G/Ui)
para cada i ∈ N.
Observac¸a˜o 2.2.7. Seja G um grupo.
I Dizemos que G tem altura de Fitting m se Um(G) = G e Um−1(G) < G.
Em particular, denotamos a altura de Fitting de G por h(G).
I Naturalmente, se G e´ um grupo simples finito e na˜o abeliano, enta˜o Un(G) <
G para todo n ∈ N. E, nesse caso, na˜o estaria definida a altura de Fit-
ting do grupo G.
No nosso estudo estamos particularmente interessados em grupos que pos-
suem uma se´rie finita de subgrupos cujos fatores sa˜o localmente nilpotentes.
Com isso, de modo ana´logo a “se´rie localmente nilpotente superior” de um
grupo, podemos definir a seguinte se´rie:
Definic¸a˜o 2.2.8. Seja G um grupo.
• Definimos a se´rie de Hirsch-Plotkin superior de G como sendo
1 6 R1 6 R2 6 . . .
onde R1 = HP (G) e´ o radical de Hirsch-Plotkin e cada Rα e´ obtido
como sendo o seguinte subgrupo de G:
Rα/Rα−1 = HP (G/Rα−1).
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Dizemos que um grupo G e´ radical se ele coincide com algum termo da sua
se´rie de Hirsch-Plotkin superior.
Teorema 2.2.9. (Plotkin) Seja G um grupo. Se G e´ radical, enta˜o ε(G) =
HP (G).
Para uma demonstrac¸a˜o, veja [R, Teorema 7.34].
Observac¸a˜o 2.2.10. Aqui cabe ressaltar que, em geral, HP (G) ( ε(G).
Nesse ponto, podemos citar um dos exemplos mais importantes associados a
Engelianidade que e´ o famoso exemplo de E. S. Golod e I. R. Shafarevich.
Exemplo 2.2.11. (Golod e Shafarevich, [G]) Se n ≥ 3, enta˜o existe um
grupo G n-gerado Engel na˜o-nilpotente.
Na verdade, tais exemplos sa˜o ainda mais fortes. Esses grupos sa˜o, adi-
cionalmentente: p-grupos, residualmente finitos e perio´dicos! E foram os
primeiros contra-exemplos de grupos finitamente gerados perio´dicos que na˜o
sa˜o finitos. Tal problema e´ o ce´lebre Problema Irrestrito de Burnside ou
Problema Geral de Burnside. O Apeˆndice A conte´m os enunciados dos
Problemas de Burnside e umas refereˆncias histo´ricas. Para uma refereˆncia
completa, veja [GN].
Com isso, em geral, grupos podem conter elementos Engelianos fora do
radical de Hirsch-Plotkin. E nosso objetivo central sera´ obter condic¸o˜es para
que dados elementos Engel sejam elementos do radical de Hirsch-Plotkin.
2.3 Elementos Engelianos
Salvo menc¸a˜o em contra´rio, todos os resultados que apresentamos nessa sec¸a˜o
foram descritos em [BSTT].
Notac¸a˜o 2.3.1. Sejam H um subgrupo de um grupo G e Y um subconjunto
de G. Denotamos por HY o menor subgrupo de G contendo H e normalizado
por Y . Isto e´, se g ∈ HY , enta˜o gy ∈ HY , para todo y ∈ Y .
Lema 2.3.2. Sejam G um grupo e x, y ∈ G. Se
[x,n y
m] = 1,
para inteiros positivos n e m, enta˜o o subgrupo 〈x〉〈y〉 e´ finitamente gerado.
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Demonstrac¸a˜o. Nossa demonstrac¸a˜o sera´ feita em duas partes.
Parte 1: (Exerc´ıcio 12.3.6, [R2]) Se [x,n y] = 1, enta˜o 〈x〉〈y〉 e´ finitamente
gerado.
E´ suficiente mostrar que:
xy
n+1 ∈ 〈x, xy, . . . , xyn〉.
Pois, nesse caso, xy
j ∈ 〈x, xy, . . . , xyn〉, para todo j > n+ 1. Vamos demons-
trar usando induc¸a˜o sobre n.
Caso n = 1. Temos que x e y comutam. Portanto, xy = x e
〈x〉〈y〉 = 〈x〉,
que, em particular, e´ finitamente gerado.















2 ∈ 〈x, xy, xy2〉.
Suponhamos que o resultado vale para n = k > 2. Agora vamos mostrar
que o resultado vale para n = k + 1. Observamos [[x, y],k y] = 1, portanto,
[x, y]y
k ∈ 〈[x, y], [x, y]y, . . . , [x, y]yk−1〉 ⊆ 〈x, xy, . . . , xyk〉 =: K.
Logo,







com c ∈ K. Finalmente, xyk+1 = xykc ∈ K.
Parte 2: Chamamos X = 〈x〉〈ym〉. Pela Parte 1, temos que X e´ finitamente
gerado. Por outro lado,
〈x〉〈y〉 = 〈Xyi | i = 0, . . . ,m− 1〉,
que e´ finitamente gerado.
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Como consequeˆncia imediata do Lema anterior, temos o seguinte:
Corola´rio 2.3.3. Sejam G um grupo, m um inteiro positivo e y ∈ G. Se
H ≤ G e´ finitamente gerado e ym e´ Engel, enta˜o H〈y〉 e´ finitamente gerado.
Lema 2.3.4. Se G e´ um grupo gerado por dois elementos x e y, enta˜o
G′ = 〈[x, y]xrys | r, s ∈ Z〉.
Demonstrac¸a˜o. Seja N = 〈[x, y]xrys | r, s ∈ Z〉. Naturalmente, Ny e Ny−1
esta˜o contidos em N . Para mostrar que N CG, vamos mostrar que Nx ⊆ N .
Mais ainda,
[x, y]x
rysx = [x, y]x
r+1ys[ys,x] = [ys, x]−1[x, y]x
r+1ys [ys, x].
Temos que
[ys, x] = [y, x]y
s−1
[y, x]y
s−2 · · · [y, x],
para todo s ≥ 1. Assim Nx ≤ N . De modo ana´logo, temos Nx−1 ≤ N e,
consequentemente, N e´ um subgrupo normal em G. Da´ı, G′ = N .
Lema 2.3.5. Sejam m um inteiro positivo e G um grupo gerado por um
conjunto finito X. Se xm e´ um elemento Engel para todo x ∈ X, enta˜o G′ e´
finitamente gerado.
Demonstrac¸a˜o. Suponhamos que X = {x, y}. Pelo Lema 2.3.4, temos
G′ = 〈[x, y]xrys | r, s ∈ Z〉
e, pelo Corola´rio 2.3.3, segue que (〈[x, y]〉〈x〉)〈y〉 e´ finitamente gerado. Agora,
consideramos X = {x1, . . . , xd+1}, com d ≥ 2 e suponhamos que o resultado
e´ va´lido para subgrupos com ate´ d geradores. Tomamos, para cada i =
1, . . . , d+ 1, o respectivo subgrupo:
Gi = 〈x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd+1〉.
Por hipo´tese de induc¸a˜o, segue que cada G′i e´ finitamente gerado. Nova-
mente, pelo Corola´rio 2.3.3, segue que (G′i)
〈xi〉 e´, ainda, finitamente gerado.
Como o grupo G e´ gerado pelos elementos x ∈ X, temos que o subgrupo
K = 〈(G′i)〈xi〉 | i = 1, . . . , d+ 1〉
e´ normal em G. Logo, K = G′, que e´ finitamente gerado.
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O pro´ximo resultado nos garante que em um grupo finitamente gerado
no qual temos propriedades adicionais em certas poteˆncias e em seus gerado-
res, podemos garantir que os termos da se´rie derivada sa˜o ainda finitamente
gerados.
Corola´rio 2.3.6. Sejam m um inteiro positivo e X um conjunto normal e
c-fechado de elementos de um grupo G. Suponhamos que G e´ gerado por um
nu´mero finito de elementos de X. Se xm e´ Engel, para todo x ∈ X, enta˜o
todos os termos da se´rie derivada de G sa˜o finitamente gerados.
Demonstrac¸a˜o. Pelo Lema 2.3.5, temos que o subgrupo derivado G′ e´ finita-
mente gerado. Agora, suponhamos que G(k) e´ finitamente gerado, para um
dado k ≥ 1. Como o conjunto X e´ normal e c-fechado, segue que G(k) e´
gerado por uma quantidade finita de elementos de X. Aplicando novamente
o Lema 2.3.5, segue que G(k+1) e´ ainda finitamente gerado.
O objetivo final desse cap´ıtulo e´ demonstrar o seguinte resultado:
Proposic¸a˜o 2.3.7. Seja G um grupo gerado por um conjunto de elementos
Engel. Se G(k) e´ localmente solu´vel para algum inteiro positivo k, enta˜o G e´
localmente nilpotente.
Antes de demonstrar essa proposic¸a˜o, vamos demonstrar o seguinte lema
te´cnico.
Lema 2.3.8. Sejam G um grupo gerado por um conjunto de elementos Engel
e H um subgrupo normal localmente solu´vel de G. Enta˜o [H,G] e´ localmente
nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Seja X um conjunto de elementos Engel tal que G = 〈X〉.
Consideramos N o subgrupo gerado pelos elementos obtidos de [H, x], onde
x esta´ variando no conjunto X. Da´ı, N ≤ H e temos ainda [H, x] ≤ N .
Note que cada x ∈ X normaliza N . Como G e´ gerado por X, temos que N
e´ subgrupo normal de G e, consequentemente, N = [H,G]. Da´ı, e´ suficiente
mostrar que [H, x] e´ localmente nilpotente, para cada x ∈ X, visto que:
N = 〈[H, x] | x ∈ X〉.
Consideramos, para cada x ∈ X, o subgrupo
Kx = 〈h1, . . . , hr, x | hj ∈ H, j = 1, . . . , r〉.
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Pelo Corola´rio 2.3.3, o subgrupo J o qual e´ gerado pelos conjugados de Kx
por 〈x〉, ou seja,
J = 〈hj | j = 1, . . . , r〉〈x〉
e´ finitamente gerado e, portanto, solu´vel. Como J e´ um subgrupo normal de
Kx, temos Kx solu´vel. Em particular, 〈H, x〉 e´ localmente solu´vel. Assim,
pelo Corola´rio 2.2.6, x ∈ HP (〈H, x〉). Logo, [H, x] e´ localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.3.7. Sabemos que
G(k+1) = [G(k), G(k)] 6 [G(k), G].
Pelo lema anterior, temos que [G(k), G] e´ localmente nilpotente. Em par-
ticular, G(k+1) e´ localmente nilpotente. Pelo Teorema 2.2.5, G/G(k+1) e´ local-
mente nilpotente, pois o radical de Hirsch-Plotkin coincide com o conjunto
dos elementos Engel em grupos solu´veis. Logo, pelo Teorema 2.2.9, G e´
localmente nilpotente.
Observac¸a˜o 2.3.9. Mais geralmente, se G e´ um grupo no qual G(k) e´ lo-
calmente solu´vel, temos que ε(G) = HP (G). E a demonstrac¸a˜o e´ similar a
prova da Proposic¸a˜o 2.3.7.
CAP´ITULO 3
Subgrupos verbais de grupos residualmente finitos
Os resultados descritos nesse cap´ıtulo esta˜o relacionadas a` obtenc¸a˜o de crite´rios
de nilpoteˆncia para subgrupos verbais de grupos residualmente finitos. Mais
precisamente, obtemos condic¸o˜es suficientes para que certos elementos n-
Engel estejam no radical de Hirsch-Plotkin.
Salvo menc¸a˜o em contra´rio, todos os resultados apresentados nesse cap´ıtulo
foram obtidos em colaborac¸a˜o com P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota e
esta˜o no artigo: [BSTT]. Algumas vezes, para simplificar a escrita, inclu´ımos
as iniciais BSTT ao nos referirmos ao artigo [BSTT].
3.1 Motivac¸a˜o e resultados principais
Usando resultados associados a` soluc¸a˜o positiva do Problema Restrito de
Burnside, J. S. Wilson mostrou o seguinte Teorema sobre grupos n-Engel:
Teorema (Wilson, [W]) Sejam n um inteiro positivo e G um grupo residu-
almente finito. Se G e´ n-Engel, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
Em seguida, P. Shumyatsky [S1] mostrou que tal resultado pode ser es-
tendido da seguinte forma:
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Teorema (Shumyatsky, [S1, S2]) Sejam k, n inteiros positivos e G um grupo
residualmente finito. Se os comutadores [x1, . . . , xk] sa˜o n-Engel, para todos
x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o o k-e´simo termo da se´rie central inferior γk(G) e´ local-
mente nilpotente.
Nesse cap´ıtulo, estudamos outros subgrupos verbais w(G) de grupos re-
sidualmente finitos G, nos quais impomos condic¸a˜o de Engel sobre os seus
w-valores. Mais especificamente, estudamos a seguinte conjectura:
Conjectura A. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo. Se
G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo verbal w(G) e´ localmente nilpotente.
No nosso contexto, o resultado de P. Shumyatsky, em [S1, S2] nos da´
soluc¸a˜o positiva para tal questa˜o quando w e´ a palavra γk, para cada inteiro
positivo k. Aqui nosso objetivo e´ estender tal resultado da seguinte forma:
Teorema A. Sejam d, n inteiros positivos e w um comutador multilinear.
Considere v = wd. Se G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os
v-valores sa˜o n-Engel, enta˜o o subgrupo verbal v(G) e´ localmente nilpotente.
Teorema B. Sejam n um inteiro positivo e w um comutador multilinear. Se
G e´ um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo w(G) e´ localmente nilpotente.
Teorema C. Sejam n,m inteiros positivos. Se G e´ um grupo residualmente
finito no qual x e´ n-Engel ou xm e´ n-Engel, para todo x ∈ G, enta˜o o sub-
grupo Gm e´ localmente nilpotente.
O Teorema C na˜o comparece em BSTT e, em princ´ıpio, na˜o e´ um
avanc¸o direto para a Conjectura A. Por outro lado, tal resultado serve
para demonstrar que tal questa˜o e´ va´lida para outras classes de palavras,
tais como as palavras do tipo na˜o-comutador.
Teorema D. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra na˜o-comutador.
Se G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo w(G) e´ localmente nilpotente.
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3.2 Demonstrac¸o˜es dos resultados
Para organizar melhor o cap´ıtulo, dividimos as sec¸o˜es de acordo com o tipo de
palavra estudado. Inicialmente vamos considerar comutadores multilineares
e, depois, palavras do tipo na˜o-comutador.
3.2.1 Comutador Multilinear
Antes de demonstrar o Teorema A, vamos considerar a seguinte proposic¸a˜o:
Proposic¸a˜o 3.2.1. Sejam d, n inteiros positivos e w um comutador multi-
linear. Considere v = wd. Suponha que G e´ um grupo residualmente finito
gerado por um nu´mero finito de elementos Engel. Se todos os v-valores sa˜o
n-Engelianos, enta˜o G e´ nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Usando o Teorema 2.2.3, obtemos que todos os quocientes
finitos de G sa˜o nilpotentes, pois sa˜o grupos finitos gerados por elementos
Engelianos. Assim, G e´ residuamente (nilpotente finito). Pelo Lema 1.2.5,
podemos supor que G e´ residualmente-p, para algum primo p. Por outro lado,
pelo Lema 1.1.12, existe um inteiro k de tal sorte que todos os δk-valores sa˜o,
em particular, w-valores em G. Agora, a demonstrac¸a˜o segue em duas partes:
Parte I. Inicialmente mostramos que G(k) e´ localmente solu´vel. Tomemos
uma quantidade finita e arbitra´ria de δk-valores h1, . . . , hr e consideramos o
subgrupo
H = 〈h1, . . . , hr〉.
Agora, devemos mostrar que H e´ solu´vel. Consideramos a a´lgebra de Lie
associada a se´rie Zassenhaus-Jennings-Lazard
H = D1 ≥ D2 ≥ · · ·
de H. Enta˜o, L = Lp(H) e´ gerado por h˜i = hiD2, i = 1, 2, . . . , r. Dado h˜ um
comutador de Lie em h˜i e h o comutador de grupo em h1, . . . , hr associado a
h˜ tendo o mesmo sistema de colchetes que h˜. Pelo Lema 1.4.9, temos
(ad h˜)d = ad (h˜d).
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Desde que hd e´ n-Engel, segue que h˜ e´ ad-nilpotente. Em particular, a
ad-nilpoteˆncia de h˜ tem ı´ndice no ma´ximo dn. Mais ainda, H satisfaz a
identidade
f = [y,n δ
d
k(x1, . . . , x2k)] ≡ 1.
Do Lema 1.4.13, a a´lgebra de Lie L e´ PI. Portanto, pelo Teorema 1.4.5,
L e´ nilpotente. Chamemos Hˆ o completamento pro-p de H. Temos que
Lp(Hˆ) = L (pois H e Hˆ tem os mesmos quocientes finitos [RZ, Proposic¸a˜o
3.2.2]) e´ nilpotente e segue do Teorema 1.4.11 que Hˆ e´ p-a´dico anal´ıtico.
Assim, H admite uma representac¸a˜o linear fiel sobre os nu´meros p-a´dicos.
Finalmente, observe que H satisfaz a identidade f ≡ 1 e, consequentemente,
H na˜o possui um subgrupo isomorfo a um grupo livre na˜o abeliano. Pelo
Teorema 1.3.13, H possui um subgrupo solu´vel de ı´ndice finito. Logo, H e´
solu´vel (pois seus quocientes finitos sa˜o nilpotentes). Como isso, conclu´ımos
a demonstrac¸a˜o da Parte I, pois a escolha dos δk-valores foi arbitra´ria.
Parte II. Agora, chamemos M = v(G). Note que M e´ um um grupo
gerado por elementos n-Engel. Pela Parte I, M (k) e´ localmente solu´vel. De
acordo com a Proposic¸a˜o 2.3.7, M e´ localmente nilpotente. Isso conclui a
demonstrac¸a˜o.
Agora, a parte te´cnica da demonstrac¸a˜o do Teorema A foi feita e o res-
tante da prova ficou bem simples, vejamos:
Teorema A. Sejam d, n inteiros positivos e w um comutador multilinear.
Considere v = wd. Se G e´ um grupo residualmente finito no qual todos
os v-valores sa˜o n-Engel, enta˜o o subgrupo verbal correspondente v(G) e´
localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Seja X um subconjunto finito e arbitra´rio de v(G). Assim,
existem finitos v-valores v1, . . . , vs tais que
〈X〉 ≤ 〈v1, . . . , vs〉.
Com isso, e´ suficiente mostrar que N = 〈v1, . . . , vs〉 e´ nilpotente. Agora,
podemos aplicar a Proposic¸a˜o 3.2.1 ao subgrupo N e o resultado segue.
Note que, de maneira indireta, obtemos a igualdade entre o conjunto
dos elementos Engel e o radical de Hirsch-Plotkin quando G e´ um grupo
residualmente finito satisfazendo uma identidade f ≡ 1, mais precisamente:
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Corola´rio 3.2.2. Sejam d, n inteiros positivos e w um comutador multili-
near. Considere v = wd. Se G e´ um grupo residualmente finito no qual todos
os v-valores sa˜o n-Engel, enta˜o HP (G) = ε(G).
Demonstrac¸a˜o. E´ suficiente mostrar que E = 〈ε(G)〉 e´ localmente nilpotente.
Pelo Lema 1.1.12, existe um inteiro k de tal sorte que todos os δk-valores sa˜o,
em particular, w-valores em G. Pelo mesmo argumento usado na Proposic¸a˜o
3.2.1, temos que G(k) e´ localmente solu´vel. Em particular, E(k) e´ localmente
solu´vel. Finalmente, pela Proposic¸a˜o 2.3.7, E e´ localmente nilpotente.
Comutadores multilineares em grupos localmente gra-
duados
Estudamos uma versa˜o da Conjectura A para a classe dos grupos local-
mente graduados.
Conjectura B. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo. Se
G e´ um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o, o subgrupo verbal w(G) e´ localmente nilpotente.
Obtemos um resultado ana´logo ao Teorema A. Entretanto, o resultado
e´ parcial e fica restrito aos comutadores multilineares.
Teorema B. Seja n um inteiro positivo e w um comutador multilinear.
Se G e´ um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo verbal w(G) e´ localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Pelo Lema 1.1.12, existe um inteiro positivo k tal que todos
os δk-valores em G sa˜o ainda w-valores em G. Denotamos por X o conjunto
de todos os δk-valores em G. Tomamos uma quantidade arbitra´ria e finita
de δk-valores h1, . . . , hd e considere
H = 〈h1, . . . , hd〉.
Mostraremos que H e´ nilpotente.
Afirmac¸a˜o: E´ suficiente mostrar que H e´ residualmente finito.
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Caso H seja residualmente finito, podemos usar a Proposic¸a˜o 3.2.1 dire-
tamente. Com isso, consideramos R a intersec¸a˜o de todos os subgrupos de
ı´ndice finito em H. Sem perda de generalidade, podemos supor que, R 6= 1
(sena˜o H ja´ seria residualmente finito). O quociente H/R e´ residualmente
finito e, pela Proposic¸a˜o 3.2.1, e´ nilpotente. Da´ı, existe um inteiro positivo
s tal que
H(s) ≤ R.
Note que H/H(s+1) e´ nilpotente, visto que e´ um grupo solu´vel o qual
e´ gerado por uma quantidade finita de elementos Engel (Teorema 2.2.5).
Assim, H/H(s+1) e´ tambe´m residuamente finito [R2, 5.4.18]. Da´ı,
H(s) = H(s+1).
Por outro lado, X ∩ H e´ um conjunto c-fechado de H e, consequente-
mente, pelo Corola´rio 2.3.6, H(s) e´ finitamente gerado. Temos que R/H(s) e´
um subgrupo finitamente gerado, pois e´ um subgrupo de um grupo nilpotente
finitamente gerado. Portanto, R e´ finitamente gerado. Digamos, R tem r ge-
radores. Como G e´ um grupo localmente graduado e R e´ finitamente gerado,
temos que R possui um subgrupo pro´prio N1 de ı´ndice finito. Chamamos
t = |R : N1| < ∞. Agora, tomamos N como sendo a intersec¸a˜o de todos os
subgrupos de R cojo ı´ndice e´, exatamente, t. Por [H, Teorema 7.2.9], temos
que o nu´mero de subgrupos de ı´ndice t em R e´ limitado por uma func¸a˜o que
depende somente de t e r. Assim,
|R : N | <∞.
Temos que N e´ um subgrupo caracter´ıstico de R e, portanto, NCH. Com
isso, H/R e´ pol´ıciclico e R/N e´ finito, temos que H/N satisfaz a condic¸a˜o
maximal [R2, 5.4.12]. Pelo Teorema 2.2.3, H/N e´ nilpotente. Logo, H(s+1) e´
um subgrupo normal pro´prio de H(s). Absurdo. Com isso, temos que R = 1
e, consequentemente, H e´ residualmente finito.
Observac¸a˜o 3.2.3. Recentemente, P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota
demonstraram que o Teorema A admite uma generalizac¸a˜o para grupos
localmente graduados, veja [STT].
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3.2.2 Palavra na˜o-comutador
Os resultados a seguir esta˜o diretamente relacionados a poteˆncias de elemen-
tos de grupos residualmente finitos.
Teorema C. Sejam k, n inteiros positivos. Se G e´ um grupo residual-
mente finito no qual x e´ n-Engel ou xd e´ n-Engel, para todo x ∈ G, enta˜o
Gk e´ localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Inicialmente, mostramos que xd e´ um elemento do radical de
Hirsch-Plotkin de G, independente da escolha do x ∈ G. Seja x ∈ G. Temos
duas possibilidades a serem consideradas:
Caso 1: x e´ n-Engel.
Tome A = 〈xG〉 = 〈xg | g ∈ G〉. E´ suficiente mostrar que A e´ localmente
nilpotente (e, em particular, obteremos x e xd ∈ HP (G)). Escolha arbitra-
riamente um conjunto finito de elementos em G, digamos X = {g1, . . . , gs}.
Chame H = 〈h1, . . . , hs〉, onde hi = xgi , i = 1, 2, . . . , s. Note que, cada hi e´
ainda n-Engel, pois e´ conjugado a x.
Pelo Teorema 2.2.3, segue que em grupos finitos o subgrupo de Fit-
ting coincide com o conjunto dos elementos Engelianos. Dessa forma, G
e´ residualmente-(nilpotente finito). Pelo Lema 1.2.5, H pode ser conside-
rado residualmente-p, para algum primo p. Consideramos a a´lgebra de Lie
associada a se´rie Zassenhaus-Jennings-Lazard:
H = D1 > D2 > . . .
Enta˜o, a a´lgebra de Lie L = Lp(H) e´ gerada por h˜i = hiD2, i = 1, 2, . . . , s.
Note que G satisfaz a identidade f ≡ 1:
f = [y, z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
n vezes
, zd, . . . , zd︸ ︷︷ ︸
n vezes
] ≡ 1.
Assim, L satisfaz uma identidade polinomial na˜o trivial, pois H satisfaz
tambe´m a identidade f ≡ 1 (Corola´rio 1.4.8). Dado h˜ um comutador de Lie
em h˜i e h o comutador de grupo em h1, . . . , hs associado a h˜ tendo o mesmo
sistema de colchetes que h˜. Pelo Lema 1.4.9, temos
(ad h˜)d = ad (h˜d).
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Desde que hd e´ n-Engel, segue que h˜ e´ ad-nilpotente. Em particular, a
ad-nilpoteˆncia de h˜ tem ı´ndice no ma´ximo dn. Considere Hˆ o completamente
pro-p de H. Desde que H e Hˆ tem os mesmos quocientes finitos, L = Lp(Hˆ).
Segue do Teorema 1.4.5, L e´ nilpotente. Com isso, Hˆ e´ um grupo pro-p e
a a´lgebra L e´ nilpotente. Pelo Teorema 1.4.11, H possui uma representac¸a˜o
linear fiel sobre os nu´meros p-a´dicos. Por outro lado, H satisfaz a lei f ≡ 1
e, consequentemente, na˜o pode conter um subgrupo isormorfo a um grupo
livre na˜o abeliano. Pelo Teorema 1.3.13, H possui um subgrupo solu´vel de
ı´ndice finito. Como os quocientes finitos de H sa˜o nilpotentes, segue que H
e´ solu´vel. Pelo Teorema 2.2.5, obtemos que H e´ nilpotente. Em particular,
os elementos x e xd pertencem ao subgrupo HP (G).
Caso 2: Se x na˜o e´ n-Engel, enta˜o xd e´ n-Engel.
Nesse caso podemos proceder da mesma forma que no Caso 1, fazendo
B = 〈(xd)G〉. Portanto, xd ∈ HP (G), para todo x ∈ G. Logo, Gd ⊆
HP (G).
Corola´rio 3.2.4. Sejam m,n inteiros positivos e G um grupo residualmente
finito. Se xd e´ n-Engel, para todo x ∈ G, enta˜o Gd e´ localmente nilpotente.
Observac¸a˜o 3.2.5. O Corola´rio acima e´ consequeˆncia imediata do Teo-
rema C. E, em particular, temos soluc¸a˜o positiva para a Conjectura A
quando a palavra e´ a k-e´sima poteˆncia. Ou seja, w = xk1.
Teorema D. Sejam n inteiro positivo e w uma palavra na˜o-comutador.
Se G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo verbal w(G) e´ localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Seja w = w(x1, . . . , xr) uma palavra na˜o-comutador. Por-
tanto existe uma varia´vel xi, i = 1, . . . , r tal que a soma dos expoentes da
varia´vel xi que comparecem na palavra w e´ diferente de 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor que seja a varia´vel x1 (a menos de uma reor-
denac¸a˜o dos ı´ndices, se necessa´rio) e chamemos tal soma de d 6= 0.
w(g, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(r−1) vezes
) = Φw(g, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(r−1) vezes
) = gd.
Com isso, temos que gd e´ um w-valor, para cada g ∈ G. Ou seja, todas as
d-e´simas poteˆncias sa˜o n-Engel em G. Em particular, Gd ⊆ w(G).
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Pelo Corola´rio 3.2.4, temos que Gd e´ localmente nilpotente. Agora, toma-
mos um subconjunto finito e arbitra´rio em w(G), digamos X = {g1, . . . , gt}.
Chamamos H = 〈g1, . . . , gt〉. E´ suficiente mostrar que H e´ nilpotente. Sa-
bemos que Hd e´ localmente nilpotente. Segue do Lema 1.2.10, H/Hd e´
localmente graduado. Por outro lado, pelo Lema A.3.1, segue que H/Hd e´
finito, pois e´ um grupo localmente graduado finitamente gerado de expoente
finito. Mais ainda, podemos garantir que Hd e´ finitamente gerado, pois e´ um
subgrupo de ı´ndice finito de um grupo finitamente gerado [R2, 1.6.11]. Por-
tanto, Hd e´ nilpotente. De acordo com o Teorema 2.2.3, H/Hd e´ nilpotente,
pois e´ finito e gerado por elementos Engel e, consequentemente, H e´ solu´vel.
Pelo Teorema 2.2.5, H e´ nilpotente.
Observac¸a˜o 3.2.6. Por um resultado de B. H. Neumann [N, Teorema 12.12],
toda palavra w pode ser escrita como o produto w1w2, onde
w1 = x
m1
1 . . . x
mr
r
e w2 e´ uma palavra do tipo comutator. Assim, a partir do Teorema D con-
clu´ımos que a demonstrac¸a˜o da Conjectura A (caso ela seja verdadeira)
depende da obtenc¸a˜o de soluc¸a˜o positiva para todas as palavras do tipo co-
mutador. Adicionalmente, pelo Teorema A, podemos restringir o estudo
as palavras do tipo comutador que na˜o sejam comutadores multilineares ou
poteˆncias de comutadores multilineares.
Poteˆncias em grupos localmente graduados
Aqui apresentamos algumas aplicac¸o˜es para grupos localmente graduados.
Em particular, demonstramos um resultado ana´logo ao Teorema D na classe
dos grupos localmente graduados. Ou seja, obtemos que a Conjectura B e´
va´lida para as palavras do tipo na˜o-comutador.
Teorema 3.2.7. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra na˜o-comutador.
Se G e´ um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sa˜o n-Engel,
enta˜o o subgrupo verbal w(G) e´ localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Seja w = w(x1, . . . , xr) uma palavra na˜o-comutador. Por-
tanto existe uma varia´vel xi, i = 1, . . . , r tal que a soma dos expoentes da
varia´vel xi que comparecem na palavra w e´ diferente de 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor que seja a varia´vel x1 (a menos de uma reor-
denac¸a˜o dos ı´ndices, se necessa´rio) e chamemos tal soma de d 6= 0. Fac¸a a
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substituic¸a˜o de 1 por cada varia´vel x2, . . . , xr e substitua um elemento ar-
bitra´rio g ∈ G por x1. Isto, temos que gd e´ um w-valor, para cada g ∈ G. A
demonstrac¸a˜o segue em dois passos:
Passo 1: Gd e´ localmente nilpotente.
Tomemos uma quantidade arbitra´ria e finita de elementos de G, digamos
g1, . . . , gm e considere o subgrupo H = 〈gd1 , . . . , gdm〉. E´ suficiente mostrar
que H e´ residualmente finito e o resultado segue da Proposic¸a˜o 3.2.1. Seja R
a intersec¸a˜o de todos os subgrupos de ı´ndice finito de H. Suponhamos que
R 6= 1. Assim, o grupo quociente H/R e´ residualmente finito e, pela Pro-
posic¸a˜o 3.2.1, segue que H/R e´ nilpotente. Da´ı, existe um inteiro positivo
s tal que H(s) ≤ R. Mais ainda, temos que H(s) e´ finitamente gerado (Co-
rola´rio 2.3.6). E podemos proceder da mesma forma que na demonstrac¸a˜o do
Teorema B, o que nos leva a uma contradic¸a˜o. Portanto, H e´ residualmente
finito.
Passo 2: w(G)/Gd e´ localmente nilpotente.
Como Gd e´ localmente nilpotente, segue que W = w(G)/Gd e´ local-
mente graduado (Lema 1.2.10). Por outro lado, pelo Lema A.3.1, W e´ lo-
calmente finito e, consequentemente, W e´ localmente nilpotente (Corola´rio
2.2.4). Como Gd e W sa˜o localmente nilpotentes, pelo Teorema 2.2.9, temos
que w(G) ⊆ HP (G).
Agora, obtemos alguns corola´rios para grupos localmente graduados nos
quais certas poteˆncias sa˜o n-Engel.
Corola´rio 3.2.8. Sejam m,n inteiros positivos. Se G e´ um grupo localmente
graduado no qual x e´ n-Engel ou xd e´ n-Engel, para todo x em G, enta˜o
HP (G) = ε(G).
Demonstrac¸a˜o. Denotamos por E = 〈ε(G)〉. E´ suficiente mostrar que E e´
localmente nilpotente. Do Teorema 3.2.7, Ed e´ localmente nilpotente. Pelo
Lema 1.2.10, segue que E = E/Ed e´ localmente graduado (e de expoente
m). Temos ainda que E e´ localmente finito, pois e´ um grupo localmente
graduado de expoente finito (Lema A.3.1). Mais ainda, pelo Corola´rio 2.2.4,
E e´ localmente nilpotente. De acordo com o Teorema 2.2.9, E ⊆ HP (G).
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A partir do Teorema 3.2.7, obtemos um crite´rio de solubilidade para gru-
pos localmente graduados (finitamente gerados) nos quais certas poteˆncias
fixadas de G sa˜o elementos n-Engel, mais precisamente:
Corola´rio 3.2.9. Sejam n inteiro positivo e q uma poteˆncia de um primo
p. Se G e´ um grupo localmente graduado finitamente gerado no qual xq e´
n-Engel, para todo x ∈ G, enta˜o G e´ solu´vel.
Demonstrac¸a˜o. Pelo Teorema 3.2.7, temos que Gq e´ localmente nilpotente.
Com isso, segue do Lema 1.2.10, G/Gq e´ localmente graduado. Temos ainda,
pelo Lema A.3.1, G/Gq e´ um p-grupo finito. Como Gq e´ um subgrupo de
ı´ndice finito de um grupo finitamente gerado, temos que Gq e´ finitamente ge-
rado [R2, 1.6.11]. Portanto, Gq e G/Gq sa˜o nilpotentes e, consequentemente,
G e´ solu´vel.
Observac¸a˜o 3.2.10.
I Observe que o Corola´rio 3.2.9, em certo sentido, na˜o pode ser melhorado.
Mais precisamente, na˜o podemos concluir que G e´ nilpotente. Por
exemplo, considere o diedral infinito D∞ cuja apresentac¸a˜o de grupo
e´ a seguinte:
D∞ = 〈x, y | y2 = 1 e xy = x−1〉.
Temos que g2 e´ 2-Engel, para todo g ∈ D∞ e D∞ na˜o e´ nilpotente.
Na verdade, a mesma ana´lise pode ser feita para qualquer diedral na˜o
nilpotente
Dn = 〈x, y | xn = 1 = y2 e xy = x−1〉,
onde n na˜o e´ uma poteˆncia de 2;
I Em particular, no Corola´rio 3.2.9 temos que a altura de Fitting de h(G)
e´ menor ou igual a dois.
I A suposic¸a˜o do grupo ser localmente graduado no Corola´rio 3.2.9 e´ impor-
tante e, a priori, na˜o pode ser retirada sem incluir uma outra restric¸a˜o.
Por exemplo: dados n um inteiro positivo e p um primo (p > 1075).
Existe um grupo G de expoente p, o qual satisfaz a identidade f ≡ 1:
f = [x,n y
p] ≡ 1
que na˜o e´ solu´vel. Adicionalmente: tal grupo e´ 2-gerado, qualquer sub-
grupo pro´prio (na˜o trivial) tem ordem p e G = G′. Esses grupos foram
criados por A. Ol’shankii e sa˜o conhecidos como monstros de Tarski.
Para outros exemplos e refereˆncias bibliogra´ficas, veja [GN].
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Considerac¸o˜es finais do Cap´ıtulo
• Considerando as hipo´teses da Conjectura A. Cabe observar algumas si-
tuac¸o˜es que fornecem resposta positiva para tal problema:
i) (Corola´rio 2.2.6) Se w(G) e´ localmente solu´vel, enta˜oGw ⊆ HP (w(G)).
Em particular, w(G) e´ localmente nilpotente.
ii) (Teorema 2.2.9) Se w(G) e´ radica´vel, enta˜o Gw ⊆ HP (w(G)). Em
particular, w(G) e´ localmente nilpotente.
iii) (Proposic¸a˜o 2.3.7) Seja k um inteiro positivo. Se G(k) e´ localmente
solu´vel, enta˜o Gw ⊆ HP (w(G)). Em particular, w(G) e´ local-
mente nilpotente.
• Note que os seguintes fatos sempre foram imprescind´ıveis nas demons-
trac¸o˜es:
i) G satisfaz alguma identidade de grupo f ≡ 1;
ii) todos os w-valores sa˜o n-Engel, para alguma palavra de grupo w.
Na maioria dos nossos resultados, para garantir que um dado grupo
satisfazia uma identidade estavamos usando implicitamente a suposic¸a˜o
de que todos os w-valores eram n-Engel. Por exemplo: sejam w =
w(x1, . . . , xs) uma palavra e G um grupo residualmente finito. Se todos
os w-valores (em G) sa˜o n-Engel, enta˜o G satisfaz a identidade f ≡ 1:
f = [y,nw(x1, . . . , xs)] ≡ 1.
• A grosso modo, com poucas adaptac¸o˜es da demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o
3.2.1 podemos obter um Crite´rio para decidir quando um certo elemento
Engel (mais precisamente, um elemento de ε(G)) pertence ao radical
de Hirsch-Plotkin de G. Veja Teorema G no Cap´ıtulo 5.
• Recentemente, P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota demonstraram resul-
tados ana´logos aos Teorema A e Teorema C para grupos ordena´veis.
Para maiores detalhes, veja [STT2].
• No pro´ximo cap´ıtulo iremos investigar problemas ana´logos a Conjectura
A, mas para subgrupos verbais de grupos profinitos finitamente gera-
dos. Entretanto, nesse outro contexto, vamos exigir que os w-valores
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sejam Engel. Mais ainda, para os grupos em questa˜o, em princ´ıpio, na˜o
vamos dispor que eles satisfazem identidades, mas apenas identidades
de classe (maiores detalhes, veja a Definic¸a˜o 1.4.12 e o Teorema 1.4.13).
CAP´ITULO 4
Subgrupos verbais de grupos profinitos
Nesse cap´ıtulo estudamos crite´rios de nilpoteˆncia (ou “quase nilpoteˆncia”)
para subgrupos verbais de grupos profinitos finitamente gerados.
4.1 Motivac¸a˜o e resultados principais
Ao longo desse cap´ıtulo adotamos as seguintes convenc¸o˜es. Seja G um grupo
profinito. Salvo menc¸a˜o em contra´rio, quando dizemos que H e´ um subgrupo
de G, estamos assumindo que H e´ um subgrupo fechado de G. Ou seja, todos
os subgrupos sa˜o pensados “topologicamente” e adotamos a notac¸a˜o H 6 G
no lugar de H 6c G. Dado uma palavra w. O subgrupo verbal w(G) denota
o fecho do grupo abstrato 〈Gw〉.
Os nossos resultados sobre subgrupos verbais em grupos profinitos finita-
mente gerados foram motivados, especialmente, pelos seguintes resultados:
Teorema (Wilson e Zelmanov, [WZ, Teorema 5] ) Seja G um grupo profi-
nito finitamente gerado. Se G e´ Engel, enta˜o G e´ nilpotente.
Teorema (Shumyatsky, [S5, Teorema 1.1] ) Sejam k um inteiro positivo e
G um grupo profinito finitamente gerado. Se [x1, . . . , xk] e´ Engel, para todos
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x1, . . . xk ∈ G, enta˜o γk(G) e´ localmente nilpotente.
Lema 4.1.1. (Nikolov e Segal, [NS2, Corola´rio 1]) Seja k um inteiro positivo.
Se G e´ um grupo profinito finitamente gerado, enta˜o Gk e´ um subgrupo aberto
de G.
Recentemente, A. Jaikin-Zapirain demonstrou o seguinte resultado sobre
subgrupos verbais de grupos pro - p finitamente gerados.
Teorema (Jaikin-Zapirain, [J-Z, Teorema 1.1]) Seja w = w(x1, . . . , xs) uma
palavra de grupo. Chamemos G = F (x1, . . . , xs). Enta˜o sa˜o equivalentes
(a) w(P ) ⊆c P (gerado como grupo abstrato), para qualquer grupo pro - p
finitamente gerado P ;
(b) w /∈ (G′)pG′′.
Nesse contexto obtemos os seguinte resultados:
Teorema E. Sejam k, d inteiros positivos e G um grupo pronilpotente fini-
tamente gerado. Se [x1, . . . , xk]
d e´ Engel, para todos x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o
γk(G) e´ localmente (nilpotente-por-finito).
No teorema acima consideramos apenas grupos pronilpotentes finitamente
gerados e na˜o pudemos assegurar que γdk(G) e´ localmente nilpotente. Cha-
mamos K = γdk(G). Assim, K ⊆ γk(G). Temos que o k-e´simo termo da se´rie
cetral inferior γk(G) e´ localmente (nilpotente-por-finito). Ate´ agora, na˜o sa-
bemos se e´ poss´ıvel estender tal resultado para grupos profinitos finitamente
gerados quaisquer.
Teorema F. Sejam w uma palavra na˜o-comutador e G um grupo profinito
finitamente gerado. Se todos os w-valores sa˜o Engel, enta˜o o subgrupo verbal
correspondente w(G) e´ nilpotente.
4.2 Demonstrac¸o˜es dos resultados
As terminologias e notac¸o˜es empregadas nesse cap´ıtulo podem ser encontra-
das em J. Dixon, et al [DDMS] ou L. Ribes e P. Zalesskii [RZ].
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Poteˆncias de Comutadores
Denotamos por N h a classe de todos os grupos solu´veis finitos G cuja altura
de Fitting h(G) e´, no ma´ximo, h.
Lema 4.2.1. Sejam k, h inteiros positivos e G um grupo pro -N h finitamente
gerado. Enta˜o qualquer elemento da se´rie central inferior γk(G) pode ser
escrito como o produto de uma quantidade finita de comutadores (de peso
k).
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato veja [S5, Corola´rio 3.3]. Inicialmente,
o resultado acima foi feito para comutadores simples por B. Hartley. Em
[S5], P. Shumyatsky estendeu tal resultado para comutadores de tamanho
maior. Recentemente, N. Nikolov e D. Segal [NS2] mostraram que se G e´ um
grupo profinito finitamente gerado, enta˜o todo elemento de γk(G) pode ser
escrito como o produto de um nu´mero finito de comutadores de peso k.
Lema 4.2.2. (Shumyatsky, [S5]) Sejam k um inteiro positivo e G um grupo
profinito finitamente gerado. Suponha que G e´ solu´vel e gerado por uma
quantidade finita de elementos de ordem finita. Se [x1, . . . , xk] tem ordem
finita, para todos x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o G e´ finito.
Para uma demonstrac¸a˜o desse fato, veja [S5, Lema 4.8].
Notac¸a˜o 4.2.3. Sejam d e k inteiros positivos. Denotamos a palavra γdk
como sendo
γdk(z1, . . . , zk) := [z1, . . . , zk] . . . [z1, . . . , zk]︸ ︷︷ ︸
d vezes
.
O seguinte resultado e´ um Corola´rio do Teorema 1.4.13.
Lema 4.2.4. Sejam d, k inteiros positivos e p um primo. Se G e´ um grupo
profinito no qual todos os comutadores [x1, . . . , xk]
d sa˜o Engel, para todos
x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o a a´lgebra de Lie Lp(G) e´ PI.
Demonstrac¸a˜o. Denotamos por G˜ = G× . . .×G︸ ︷︷ ︸
(k+1) vezes
. Para cada n ∈ N conside-
ramos o seguinte subconjunto em G˜:
Xn = {(b, a1, . . . , ak) ∈ G˜ | [b,n [a1, . . . , ak]d] = 1}.
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Note que cada Xn e´ um subconjunto fechado de G˜, n ∈ N. Por outro
lado, [x1, . . . , xk]
d e´ Engel, para quaisquer x1, . . . , xk ∈ G. Logo, o grupo G˜





Pelo Teorema da Categoria de Baire (veja [K, pa´gina 200]), existe um
inteiro positivo n tal que Xn possui interior na˜o vazio. Em particular, existe
um subconjunto K ⊆o G e K ⊆ Xn. Com isso, podemos obter elementos
b, a1, . . . , ak ∈ G e um subgrupo H 6o G de modo que as classes laterais bH,
a1H, . . ., akH satisfazem a identidade de classes v ≡ 1 que tem a forma:
v = [y,n [x1, . . . , xk]
d] ≡ 1.
Pelo Teorema 1.4.13, temos que Lp(G) e´ PI.
Lema 4.2.5. Sejam k, d inteiros positivos e G um grupo pro - p finitamente
gerado. Se [x1, . . . , xk]
d e´ Engel, para todos x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o γk(G) e´
localmente solu´vel.
Demonstrac¸a˜o. Dado X um conjunto finito e arbitra´rio de γk - valores de G,
digamos X = {a1, . . . , at}. Chamamos H = 〈a1, . . . , at〉. Mostramos que o
subgrupo H e´ solu´vel. Consideramos a a´lgebra de Lie associada a se´rie ZJL
H = D1 ≥ D2 ≥ · · ·
de H. Enta˜o L = Lp(H) e´ gerada por a˜i = aiD2, i = 1, 2, . . . , t. Note que,
dado h˜ um comutador em a˜1, . . . , a˜t, podemos associa´-lo a um comutador de
grupo h nos elementos a1, . . . , at para algum sistema de colchetes. Ou seja,
podemos obter elementos x1, . . . , xk ∈ H de modo que
h = [x1, . . . , xk].
Por hipo´tese, hd = [x1, . . . , xk]
d e´ Engel e, pelo Lema 1.4.8, h˜d e´ ad-nilpotente.
Por outro lado, o Lema 1.4.9 nos da´ uma relac¸a˜o entre a ad-nilpoteˆncia de
um elemento com a ad-nilpoteˆncia de uma dada poteˆncia, mais precisamente:
(ad h˜)d = ad (h˜d),
por isso, h˜ e´ ad-nilpotente. Temos ainda L = Lp(H) e´ PI (Lema 4.2.4). Com
isso, podemos usar o Teorema 1.4.5 e garantir que L e´ nilpotente. De acordo
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com o Teorema 1.4.11, H e´ p - a´dico anal´ıtico. Portanto, H tem posto finito e,
por conseguinte, H na˜o pode ter um subgrupo isomorfo a um grupo livre na˜o
abeliano. Em decorreˆncia da Alternativa de Tits, H tem um subgrupo solu´vel
de ı´ndice finito. Como todos os quocientes finitos de H sa˜o nilpotentes, segue
que H e´ solu´vel.
Proposic¸a˜o 4.2.6. Sejam k, d inteiros positivos e G um grupo pro - p fini-
tamente gerado. Se [x1, . . . , xk]
d e´ Engel, para todos x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o
γk(G) e´ localmente (nilpotente-por-finito).
Demonstrac¸a˜o. Denotamos por X o conjunto de todos os γk - valores de G.
Agora, consideramos uma quantidade finita e arbitra´ria de elementos de X,
digamos h1, . . . , hs e H = 〈h1, . . . , hs〉. Pelo Lema 4.2.5, H e´ solu´vel. Con-
sideremos X0 o conjunto de todos os γ
d
k-valores contidos em H e K = 〈X0〉.
A demonstrac¸a˜o segue em duas partes:
Parte 1. Mostramos que o grupo quociente H/K e´ finito. Como todos os
comutadores da forma [x1, . . . , xk] tem ordens dividindo d, em decorreˆncia
do Lema 4.2.2, H/K e´ finito.
Parte 2. Mostramos que K e´ nilpotente. Temos que K e´ um conjunto
de ı´ndice finito em H. Portanto, K e´ finitamente gerado. Chamemos
d(K) = m. Pela Proposic¸a˜o 1.3.7, podemos escolher exatamente m ele-
mentos x1, . . . , xm ∈ X0 de modo que
K = 〈x1, . . . , xm〉.
Como K esta´ contido em γk(G), ja´ temos que K e´ solu´vel. Escolhamos um
subgrupo abstrato A gerado por elementos Engel e que seja um subgrupo
denso em K. Pelo Teorema 2.2.5, A e´ nilpotente e, consequentemente, K e´
nilpotente.
Agora, podemos demonstrar o Teorema E.
Teorema E. Sejam k, d inteiros positivos e G um grupo pronilpotente fini-
tamente gerado. Se [x1, . . . , xk]
d e´ Engel, para todos x1, . . . , xk ∈ G, enta˜o
γk(G) e´ localmente (nilpotente-por-finito).
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onde Gp e´ o p-subgrupo de Sylow de G. Seja p um primo. Se mdc (p, d) =
1, enta˜o todos os elementos de γdk-valores sa˜o Engel e, pelo Lema 1.3.6,
temos que o conjunto {[x1, . . . , xk]d | xi ∈ Gp} coincide com o conjunto
{[x1, . . . , xk] | xi ∈ Gp}. Assim, por [S5, Teorema 1.1], γk(Gp) e´ localmente
nilpotente. Da´ı, o subgrupo ∏
p 6∈A
γk(Gp)
e´ um grupo localmente nilpotente, sendo que A = {p1, . . . , pr} e´ o conjunto
de todos os primos que comparecem na fatorac¸a˜o de d. Sem perda de gene-





Por outro lado, pela Proposic¸a˜o 4.2.6 obtemos que γk(Gp) e´ localmente nilpo-
tente, para cada p ∈ A. Com isso, conclu´ımos que γk(G) e´, necessariamente,
localmente (nilpotente-por-finito).
Palavra na˜o-comutador
Notac¸a˜o 4.2.7. Sejam G um grupo e k um inteiro positivo. Um p-subgrupo
de Sylow do subgrupo Gk sera´ denotado por (Gk)p.
Para simplificar a demonstrac¸a˜o do Teorema F, mostramos o seguinte
resultado auxiliar:
Proposic¸a˜o 4.2.8. Sejam k um inteiro positivo e G um grupo pronilpotente
finitamente gerado. Se xk e´ Engel, para todo x ∈ G, enta˜o o subgrupo Gk e´
nilpotente.





onde os Gp sa˜o os p-subgrupos de Sylow de G. Seja p um primo. Se
mdc (p, k) = 1, enta˜o todos os elementos de Gp sa˜o Engel e, pelo Teorema
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sendo que A = {p1, . . . , pr} e´ o conjunto de todos os primos que comparecem
na fatorac¸a˜o de k. Em particular, A e´ um conjunto finito. Mais ainda, como
G e´ finitamente gerado, segue que cada p-subgrupo de Sylow e´ finitamente
gerado. Mais ainda, pelo Lema 4.1.1, Gk 6o G e, consequentemente, Gk e´
tambe´m finitamente gerado. Dessa maneira, e´ suficiente mostrar que cada
pi-subgrupo de Sylow de G
k e´ nilpotente, para pi ∈ A.
Dado um primo pi ∈ A, consideramos H = (Gk)pi . Pela Proposic¸a˜o 4.2.5,
H e´ solu´vel e, por conseguinte, Hk e´ localmente nilpotente. Em particu-
lar, pelo Lema 4.1.1, H e´ finitamente gerado, pois Hk 6o H. Assim, Hk e´
nilpotente. A mesma ana´lise pode ser feita para cada primo p e, consequen-
temente, obtemos que Gk e´ o produto de grupos (localmente) nilpotentes.
Como Gk e´ finitamente gerado, segue que Gk e´ nilpotente.
Teorema 4.2.9. Seja k um inteiro positivo. Se G e´ um grupo profinito fini-
tamente gerado no qual xk e´ Engel, para todo x ∈ G, enta˜o Gk e´ nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Pelo Teorema 2.2.3, todos os quocientes finitos de Gk sa˜o nil-
potentes. Da´ı, Gk e´ um grupo pronilpotente. Em decorreˆncia do Lema 4.1.1:
G/Gk e´ finito e, em particular, Gk e´ finitamente gerado. Chamemos B = Gk.
Aplicando a Proposic¸a˜o 4.2.8, temos que Bk e´ nilpotente. Novamente, te-
mos que Bk 6o B. Portanto, B = B/Bk e´ um grupo nilpotente, pois e´ um
grupo finito gerado por elementos Engel (Teorema 2.2.3). Com isso, B e Bk
sa˜o nilpotentes. Assim, B e´ solu´vel e pelo Teorema 2.2.5 obtemos que B e´
nilpotente.
Teorema F. Sejam w uma palavra na˜o-comutador e G um grupo pro-
finito finitamente gerado. Se todos os w-valores sa˜o Engelianos, enta˜o o
subgrupo verbal correspondente w(G) e´ nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Seja w = w(x1, . . . , xr) uma palavra na˜o-comutador. Por-
tanto, existe um i ∈ {1, . . . , r} de modo que a soma dos expoentes referentes
a varia´vel xi que comparecem na palavra w e´ diferente de 0. A menos de
uma reordenac¸a˜o dos ı´ndices, se necessa´rio, podemos supor que tal varia´vel
e´ x1 e chamemos a soma desses expoentes como sendo d. Fac¸a a substituic¸a˜o
de 1 por cada varia´vel x2, . . . , xr e substitua um elemento arbitra´rio g ∈ G
por x1, isto e´,
w(g, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(r−1) vezes
) = Φw(g, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(r−1) vezes
) = gd.
4.2 Demonstrac¸o˜es dos resultados 57
Com isso, temos que gd e´ um w-valor, para cada g ∈ G. Pela Proposic¸a˜o
4.2.8, Gd e´ nilpotente. Segue do Lema 4.1.1 que o quociente G/Gd e´ finito.
Portanto, w(G)/Gd e´ nilpotente, pois e´ um grupo finito gerado por elementos
Engel. Assim, w(G) e´ solu´vel e pelo Teorema 2.2.5, w(G) e´ nilpotente.
A partir da Proposic¸a˜o 4.2.8 temos um crite´rio de solubilidade para grupos
profinitos finitamente gerados nos quais certas poteˆncias fixadas sa˜o elemen-
tos Engel, mais precisamente:
Corola´rio 4.2.10. Seja q a poteˆncia de um nu´mero primo. Se G e´ um grupo
profinito finitamente gerado no qual xq e´ Engel, para todo x ∈ G, enta˜o G e´
solu´vel.
Demonstrac¸a˜o. Pelo Teorema 4.2.9, temos que Gq e´ nilpotente. Sabemos que
G/Gq e´ um p-grupo finito (Lema 4.1.1). Portanto, G e´ solu´vel.
Observac¸a˜o 4.2.11. De maneira ana´loga ao que foi evidenciado no Co-
rola´rio 3.2.9, as restric¸o˜es sobre as poteˆncias serem elementos Engel na˜o e´
suficiente para assegurar que tais grupos sejam nilpotentes. Consideramos o
diedral Dn (onde n na˜o e´ poteˆncia de 2) e apresentac¸a˜o:
Dn = 〈x, y | xn = 1, y2 e xy = x−1〉.
Temos que g2 e´ 2-Engel, para todo g ∈ Dn, mas Dn na˜o e´ nilpotente.
Considerac¸o˜es finais do Cap´ıtulo
• Nesse cap´ıtulo, por uma questa˜o te´cnica acerca de subgrupos verbais de
grupos profinitos, consideramos todos os grupos finitamente gerados.
As refereˆncias [NS, NS2], [SD1, SD2] e [J-Z] nos fornecem uma visa˜o
geral dos avanc¸os recentes associados aos subgrupos verbais de grupos
profinitos.
• De certa forma, o Teorema F e´ o ana´logo profinito finitamente gerado
do Teorema D. Entretanto, obtemos que o subgrupo verbal associado
a palavra na˜o-comutador e´ nilpotente. Enquanto isso, o Teorema D,
assegura que w(G) e´ “apenas” localmente nilpotente.
• O Teorema A na˜o parece admitir uma versa˜o ana´loga no caso profinito.
Nessa perspectiva, o resultado mais pro´ximo obtido foi o Teorema E
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para grupos pronilpotentes finitamente gerados. E, ao mesmo tempo,
esse resultado parece ser o melhor poss´ıvel. Uma raza˜o que sugere tal
comenta´rio e´ baseada no fato de na˜o haver um resultado semelhante
ao Lema 4.2.1 no caso de comutadores multilineares quaisquer. Na
verdade, mesmo para a palavra w = [[x, y], [z, t]] (palavra metabeliana)
na˜o e´ claro que possamos obter uma extensa˜o para o Lema 4.2.1.
CAP´ITULO 5
Grupos satisfazendo identidades
Nosso objetivo e´ determinar crite´rios de nilpoteˆncia para grupos residual-
mente finitos e grupos localmente graduados. Em princ´ıpio, nesses grupos
supomos adicionalmente que eles sa˜o Engel limitados e satisfazem a uma
identidade f ≡ 1. Todos os resultados abordados nesse Cap´ıtulo foram obti-
dos em parceria com A. Tortora e M. Tota [BTT].
5.1 Motivac¸a˜o e resultados principais
Como ja´ citamos anteriormente uma das questo˜es centrais relacionadas a
elementos Engel e´ determinar condic¸o˜es suficientes para termos a seguinte
igualdade de subconjuntos de um grupo G:
ε(G) = HP (G).
Nos cap´ıtulos anteriores vimos que as identidades de um grupo podem in-
duzir que os elementos Engel estejam no radical de Hirsch-Plotkin. E, nesse
contexto, as identidades estavam intimamente relacionadas a`s condic¸o˜es de
Engel. Agora, mudamos o foco do nosso estudo e damos eˆnfase a condic¸o˜es
ana´logas ao seguinte Teorema:
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Teorema. (Wilson, [W]) Sejam n um inteiro positivo e G um grupo residu-
almente finito. Se G e´ n-Engel, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
A grosso modo, um grupo que satisfaz as hipo´teses do Teorema [W] tem
todos os seus elementos n-Engel (esse n e´ um inteiro fixado) e satisfaz a
identidade:
εn = [x,n y] ≡ 1.
Vamos generalizar tal resultado na seguinte perspectiva: continuamos es-
tudando grupos residualmente finitos satisfazendo uma identidade de grupo
f ≡ 1. Mas suporemos que G e´ Engel limitado. Em princ´ıpio, essa identi-
dade na˜o precisa estar relacionada ao fato de G ser Engel limitado.
Relembrando. Dizemos que G e´ Engel limitado se para cada g ∈ G existir
um inteiro positivo n = n(g) tal que g e´ n-Engel. Note que, a priori, o con-
junto de inteiros {n(g) | g ∈ G} na˜o e´, necessariamente, limitado.
Demonstramos os seguintes resultados:
Teorema G. Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma iden-
tidade na˜o trivial f ≡ 1. Se G e´ Engel limitado, enta˜o G e´ localmente
nilpotente.
Teorema H. Seja G um grupo localmente graduado satisfazendo uma iden-
tidade na˜o trivial f ≡ 1. Se G e´ Engel limitado, enta˜o G e´ localmente
nilpotente.
5.2 Demonstrac¸o˜es dos resultados
Antes de apresentar os teoremas principais demonstramos um resultado au-
xiliar no qual substitu´ımos a hipo´tese geral do grupo ser tomado como sendo
Engel limitado para uma suposic¸a˜o na natureza dos geradores de um dado
grupo. Em princ´ıpio, tal suposic¸a˜o e´ menos restritiva, mas ainda nos permite
usar resultados Lie-teo´ricos.
Proposic¸a˜o 5.2.1. Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma
identidade na˜o trivial f ≡ 1. Se G e´ um grupo gerado por um conjunto
c-fechado X de elementos Engel limitados, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
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Demonstrac¸a˜o. Devemos demonstrar que X ⊆ HP (G) e, consequentemente,
G e´ localmente nilpotente. Consideramos um subconjunto com uma quanti-
dade finita e arbitra´ria de elementos em X, digamos {x1, . . . , xt}. Chamamos
H = 〈x1, . . . , xt〉. Vamos mostrar que H e´ nilpotente. Pelo Teorema 2.2.3,
todos os quocientes finitos de H sa˜o nilpotentes. Da´ı, H e´ um grupo resi-
duamente (nilpotente finito). Como H e´ um grupo finitamente gerado, pelo
Lema 1.2.5, podemos assumir que H e´ residualmente-p, para algum primo p.
Consideramos a a´lgebra de Lie associada a se´rie de ZJL
H = D1 > D2 > . . .
de H. Em particular, L = Lp(H) e´ gerado pelos elementos x˜i = xiD2,
i = 1, 2, . . . , t. Como X e´ c-fechado, temos que um comutador de grupo ar-
bitra´rio h nos elementos x1, . . . , xt ∈ X e´ ainda Engel limitado, pois e´ um ele-
mento de X. Dessa maneira, dado um comutador h˜ nos elementos x˜1, . . . , x˜t,
temos associado um comutador de grupo h (tomado sobre x1, . . . , xt) tendo
o mesmo sistema de colchetes de h˜. Da´ı, h˜ e´ ad-nilpotente. Como H satisfaz
a identidade f ≡ 1, segue do Lema 1.4.13, que a a´lgebra L e´ PI. Finalmente,
pelo Teorema 1.4.5, L e´ nilpotente.
Tome Hˆ o completamento pro-p de H. Em particular, Lp(Hˆ) = L, pois
H e Hˆ tem os mesmos quocientes finitos [RZ, Proposic¸a˜o 3.2.2]. A partir do
Teorema 1.4.11 conclu´ımos que Hˆ e´ p-a´dico anal´ıtico. Finalmente, H tem
uma representac¸a˜o linear fiel sobre os nu´meros p-a´dicos. Mais ainda, como H
satisfaz uma identidade, temos que H na˜o pode conter um subgrupo isomorfo
a um grupo livre na˜o abeliano. De acordo com o Teorema 1.3.13, H possui
um subgrupo solu´vel de ı´ndice finito. Como todos as imagens finitas de H
sa˜o nilpotente (Teorema 2.2.3), temos que H e´ solu´vel. Finalmente, pelo
Teorema 2.2.5, obtemos que H e´ nilpotente. Como os elementos x1, . . . , xt
foram escolhidos arbitrariamente, conclu´ımos a demonstrac¸a˜o.
Agora, podemos fazer uma demonstrac¸a˜o bem curta do Teorema G.
Teorema G. Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma iden-
tidade na˜o trivial f ≡ 1. Se G e´ Engel limitado, enta˜o G e´ localmente
nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Consideramos o conjunto X como sendo o pro´prio G. Natu-
ralmente, G e´ c-fechado e podemos aplicar diretamente a Proposic¸a˜o 5.2.1.
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Corola´rio 5.2.2. Sejam n um inteiro positivo e w = w(x1, . . . , xs) uma
palavra. Suponha que G e´ um grupo residualmente finito no qual todos os
w-valores sa˜o n-Engel. Se Gw e´ c-fechado, enta˜o o subgrupo verbal associado
w(G) e´ localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Por definic¸a˜o, 〈Gw〉 = w(G). Temos que o grupo G satisfaz
a identidade:
[x,nw(x1, . . . , xs)] ≡ 1.
Pela Proposic¸a˜o 5.2.1, o subgrupo verbal w(G) e´ localmente nilpotente.
Em grupos localmente graduados
Teorema H. Seja G um grupo localmente graduado satisfazendo uma iden-
tidade f ≡ 1. Se G e´ Engel limitado, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
Demonstrac¸a˜o. Considere um subconjunto finito e arbitra´rio de elementos de
G, suponhamos g1, . . . , gs ∈ G. Chamemos H = 〈g1, . . . , gs〉. Vamos mostrar
que H e´ nilpotente.
Afirmac¸a˜o: E´ suficiente mostrar que H e´ residualmente finito.
Caso H seja residualmente finito, basta usar o Teorema G. Agora, a
demonstrac¸a˜o segue por contradic¸a˜o. consideramos R como sendo o subgrupo
residual de H e suponhamos que R 6= 1. Sabemos que H/R e´ residualmente
finito e, pela Proposic¸a˜o 5.2.1, temos que H/R e´ nilpotente. Assim, existe
um inteiro s tal que H(s) ≤ R.
Note que H/H(s+1) e´ nilpotente. Visto que e´ um grupo solu´vel gerado por
uma quantidade finita de elementos Engel (Teorema 2.2.5). Assim, H/H(s+1)
e´ tambe´m residuamente finito [R2, 5.4.18]. Da´ı,
H(s) = H(s+1).
Como H e´ Engel limitado (e finitamente gerado), temos que H(s) e´ fini-
tamente gerado para cada inteiro positivo s (pelo Corola´rio 2.3.6). Temos
que R/H(s) e´ um subgrupo finitamente gerado, pois e´ um subgrupo de um
grupo nilpotente finitamente gerado. Em particular, R e´ finitamente gerado.
Digamos, R tem r geradores. Como G e´ um grupo localmente graduado,
temos que R possui um subgrupo pro´prio N1 de ı´ndice finito. Chamemos
|R : N1| = t < ∞. Agora, tomemos N como sendo a intersec¸a˜o de todos
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os subgrupos de R com ı´ndice igual a t. Por [H, Teorema 7.2.9], temos que
o nu´mero de subgrupos de ı´ndice t em R e´ limitado por uma func¸a˜o que
depende somente de t e r. Assim,
|R : N | <∞.
Temos ainda que N e´ um subgrupo caracter´ıstico de R. Portanto, H/N satis-
faz a condic¸a˜o maximal [R2, 5.4.12]. Pelo Teorema 2.2.3, H/N e´ nilpotente.
Logo, H(s+1) e´ um subgrupo normal pro´prio de H(s). Absurdo. Logo, H e´,
necessariamente, residualmente finito e o resultado segue.
Considerac¸o˜es finais do Cap´ıtulo
• Cabe destacar a importaˆncia dos conjuntos normais e/ou c-fechados em
va´rios resultados de Teoria de Grupos. Por exemplo: Lema de Dietz-
man [R2, 14.5.7]; extensa˜o do Problema Restrito de Burnside [S6] e o
fecho normal de p-elementos em um grupo finito [GM]. Em particular,
os resultados em [S6] tem grande influeˆncia no presente cap´ıtulo.
• Seja G um grupo. Para cada inteiro positivo k, consideramos os conjuntos:
Gγk := {[x1, . . . , xk] | xi ∈ G}
e
Gδk := {[δk(x1, . . . , x2k−1), δk(x2k−1+1, . . . , x2k)] | xi ∈ G}
sa˜o conjuntos c-fechados em G. A grosso modo, podemos dizer que
existem “diversos” conjuntos c-fechados em qualquer grupo. Mas, even-
tualmente, tais conjuntos podem ser todo o grupo G ou mesmo triviais.
• Em princ´ıpio, as hipo´teses que impomos nos resultados desse cap´ıtulo sa˜o
razoa´veis, no seguinte sentido: existe um grupo G que satisfaz uma
identidades f ≡ 1, o qual e´ gerado por uma quantidade finita de ele-
mentos n-Engel eG na˜o e´ localmente nilpotente. Tal grupo e´ constru´ıdo
a partir de resultados de Ivanov [I2]. Adicionalmente, esse grupo tem
expoente finito (na verdade, a identidade em questa˜o e´ f = xm ≡ 1,
com m = 248) e, consequentemente, pelo PRB tal grupo na˜o pode ser
residualmente finito. Nessa perspectiva, parece natural considerar a
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seguinte questa˜o:
Pergunta: Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma
identidade f ≡ 1. Se G e´ gerado por um conjunto de elementos Engel
limitados, enta˜o G e´ nilpotente?
Com a Proposic¸a˜o 5.2.1, obtivemos soluc¸a˜o positiva para a questa˜o
acima quando G e´ gerado por um conjunto c-fechado de elementos En-
gel limitados. Caso a pergunta acima seja falsa, qual hipo´tese seria
natural adicionar ao questionamento acima para termos soluc¸a˜o posi-
tiva? Para maiores detalhes sobre o exemplo citado acima, veja [I2] ou
veja [A, pa´gs. 6–7].
APEˆNDICE A
Problemas de Burnside
Fazemos um apanhado de certos problemas de finitude, conhecidos como
Problemas de Burnside. Tais questo˜es tem grande influeˆncia em diversos
avac¸os recentes da Teoria de Grupos.
A.1 Problemas de Burnside
Conjectura A.1.1. Seja G um grupo finitamente gerado. Se todos os seus
elementos tem ordem finita, enta˜o G e´ finito.
Tal problema foi proposto por W. Burnside em 1902 e e´ conhecido como
Problema Irrestrito de Burnside (ou Problema Geral de Burnside).
Embora seja uma proposic¸a˜o de fa´cil enunciado, ela ficou em aberto por mais
de 60 anos e, em geral, tem resposta negativa (grupos de Golod-Shafarevich
[G], 1964). Uma outra questa˜o, tambe´m proposta por W. Burnside, foi a
seguinte:
Conjectura A.1.2. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo finitamente
gerado. Se G tem expoente n, enta˜o G e´ finito.
Esta quesa˜o e´ conhecida como Problema de Burnside. Tambe´m tem
resposta negativa e os primeiros exemplos so´ apareceram em 1968 (S. I. Adyan
e P. S. Novikov [AN]).
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A.2 Problema Restrito de Burnside
Proposic¸a˜o A.2.1. Sejam m,n inteiros positivos. As seguintes afirmac¸o˜es
sa˜o equivalentes:
(a) Existe um nu´mero B(m,n) dependendo somente de m e n tal que a
ordem de qualquer grupo m-gerado de expoente n tem ordem no ma´ximo
B(m,n);
(b) Todo grupo residualmente finito de expoente n e´ localmente finito;
(c) A classe dos grupos localmente finitos de expoente n forma uma varie-
dade;
(d) A classe dos grupos localmente nilpotentes de expoente n forma uma
variedade;
A afirmac¸a˜o (a) e´ conhecido como Problema Restrito de Burnside.
Tal questa˜o foi proposta por W. Magnus (1950). O Problema Restrito de
Burnside foi demonstrado completamente por E. I. Zelmanov [Z2, Z3]. Tal
resultado e sua demonstrac¸a˜o tem forte impacto em diversos avanc¸os re-
centes da Teoria de Grupos. Cabe destacar alguns alguns desses avanc¸os
[S, S1, S2, S3, W, WZ].
Mais informac¸o˜es sobre o Problema Restrito de Burnside, veja [GN].
A.3 Grupos localmente graduados
Como consequeˆncia direta do Problema Restrito de Burnside, temos a se-
guinte condic¸a˜o de finitude:
Lema A.3.1. (Macedon`ska, [M, Teorema 1]) Sejam n um inteiro positivo e
G um grupo localmente graduado. Se G tem expoente n, enta˜o G e´ localmente
finito.
Demonstrac¸a˜o. Seja H um grupo finitamente gerado de G. Precisamos mos-
trar que H e´ finito.
Suponhamos que H e´ infinito. Consideramos R a intersec¸a˜o de todos os
subgrupos normais de ı´ndice finito. Em particular, H/R e´ finito. Assim, R
e´ finitamente gerado [R2, 1.6.11]. Como G e´ localmente graduado, temos
A.3 Grupos localmente graduados 67
que existe um subgrupo pro´prio N C R e |R : N | < ∞. Em particular, N e´




Essa sec¸a˜o tem como finalidade explicitar algumas questo˜es que surgiram ao
longo da preparac¸a˜o desse trabalho. Da´ı, incluem tanto problemas gene´ricos
sobre elementos Engel como problemas gerais acerca de subgrupos verbais e
variedades de grupos. Cabe destacar que muitos dos problemas ja´ surgiram
ao longo do texto e sa˜o apresentados novamente e, eventualmente, tem nu-
merac¸o˜es distintas. Ou seja, esse apeˆndice e´ independente da numerac¸a˜o do
restante do texto.
Outro fato de suma importaˆncia e´ que os problemas retirados da “The
Kourovka Notebook” [Kh.M] foram traduzidos de maneira livre, com o in-
tuito de torna´-los mais naturais e compat´ıveis do ponto de vista das notac¸o˜es
do texto. Para coibir eventuais erros, sugerimos que o leitor veja as questo˜es
no texto original que, nesse caso se encontrada dispon´ıvel em arXiv:1401.0300.
B.1 Subgrupos Verbais
Conjectura B.1.1. (Shumyatsky [Kh.M, Problema 15.104]) Sejam n um
inteiro positivo e w uma palavra de grupo nas varia´veis x1, x2, . . .. Se G e´
um grupo residualmente finito satisfazendo a identidade wn = 1. Enta˜o o
subgrupo verbal w(G) e´ localmente finito.
Observac¸a˜o B.1.2. Quando w e´ a palavra w = x1, tal conjectura e´ valida,
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pois coincide com o ce´lebre Problema Restrito de Burnside. Uma referencia
com os desenvolvimentos recentes dessa questa˜o podem ser encontradas em
J. Caldeira e P. Shumyatsty [CS].
Conjectura B.1.3. (Macdonald, [Kh.M, Problema 13.34]) Se G e´ um grupo
satisfazendo f = [x, y]n ≡ 1, enta˜o G′ e´ perio´dico.
Observac¸a˜o B.1.4. Tal questa˜o foi proposta originalmente for I. D. Mac-
donald e foi inclu´ıda entre os problemas da de´cima terceira edic¸a˜o da “Kou-
rovka Notebook” por V. D. Mazurov. Em geral, tal problema na˜o e´ ver-
dadeiro. Independentemente, G. S. Deryabina e P. A. Kozhevnikov [DK]
(usando te´cnicas de A. Ol’shanskii) e S. I. Adyan [ASI] (usando te´cnicas de
Novikov-Adyan) obtiveram contra-exemplos para tal problema.
Conjectura B.1.5. (Shumyatsky, [Kh.M, Problema 17.126]) Se G e´ um
grupo residualmente finito satisfazendo a identidade f = [x, y]n ≡ 1, enta˜o
G′ e´ localmente finito.
Em [S], P. Shumyatsky obteve soluc¸a˜o positiva para a Conjectura acima
quando n e´ poteˆncia fixada de um primo p.
Conjectura B.1.6. (Mazurov, [Kh.M, Problema 15.51]) Seja G um grupo
perio´dico. Se G satisfaz a lei f = [x, y]5 ≡ 1, enta˜o G′ e´ 5-grupo.
Definic¸a˜o B.1.7. Seja G um grupo. Denotamos por λ(G) o conjunto de
todas as ordens de elementos de G. Tal conjunto e´ chamado de espectro do
grupo G.
Conjectura B.1.8. (Mazurov, [Kh.M, Problem 16.56]) Seja G um grupo.
Se λ(G) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, enta˜o G e´ localmente finito.
Conjectura B.1.9. Sejam n um inteiro positivo e q a poteˆncia de um primo
p. Se X e´ a classe dos grupos G localmente solu´veis e satisfazendo a identi-
dade f = [x,n y
q] ≡ 1, enta˜o X e´ uma variedade.
Pergunta B.1.10. Para quais identidades (leis) de grupos w, temos: Se G
e´ um grupo residualmente finito satisfazendo f ≡ 1, enta˜o G e´ localmente
solu´vel?
Bem a pergunta acima tem algumas soluc¸o˜es positivas:
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A1) Seja q a poteˆncia de um primo fixado. Pelo PRB, se G e´ um grupo
residualmente finito satisfazendo a identidade f = xq ≡ 1, enta˜o G e´
localmente (p-grupo finito). Em particular, G e´ localmente nilpotente.
A2) Pelo Teorema de Wilson [W], se G e´ um grupo residualmente finito satis-
fazendo a identidade f = [x,n y] ≡ 1, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
A3) Pelo Teorema C no Cap´ıtulo 3, se G e´ um grupo residualmente finito
satisfazendo a lei f = [x,n y
q] ≡ 1, onde q e´ poteˆncia de um primo,
enta˜o G e´ localmente solu´vel.
Conjectura B.1.11. (Shumyatsky, [S4]) Sejam w uma palavra de grupo e
n um inteiro positivo. Considere X a classe de todos os grupos G tais que
o subgrupo verbal w(G) e´ localmente nilpotente e todos os w-valores sa˜o n-
Engel. Enta˜o, X e´ uma variedade.
Conjectura B.1.12. (Shumyatsky [S2]) Sejam w uma palavra de grupo e
n um inteiro positivo. Assuma que G e´ um grupo residualmente finito no
qual todos os w-valores sa˜o n-Engelianos. Enta˜o, o subgrupo verbal corres-
pondente w(G) e´ localmente nilpotente.
Conjectura B.1.13. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo.
Assuma que G e´ um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sa˜o
n-Engelianos. Enta˜o, o subgrupo verbal correspondente w(G) e´ localmente
nilpotente.
Conjectura B.1.14. (Shumyatsky, Tortora e Tota [STT]) Sejam w uma pa-
lavra de grupo e n um inteiro positivo. Assuma que G e´ um grupo ordena´vel
no qual todos os w-valores sa˜o n-Engelianos. Enta˜o, o subgrupo verbal cor-
respondente w(G) e´ localmente nilpotente.
Ressaltamos os seguintes avanc¸os:
A1) (Para a Conjectura B.1.12) No Teoremas A e Teorema C (e/ou em
[BSTT]), conseguimos demonstrar que tal questa˜o e´ verdadeira quando
w e´ uma palavra na˜o-comutador ou w = vd, onde v e´ um comutador
multilinear e d e´ um inteiro positivo.
A2) (Para a Conjectura B.1.13) Com o Teoremas B e Teorema D (e/ou em
[BSTT]), conseguimos demonstrar que tal questa˜o e´ verdadeira quando
w e´ uma palavra na˜o-comutador ou w e´ um comutador multilinear. Em
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[STT], P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota mostraram que tal resul-
tado tambe´m vale para v = wd, onde w e´ um comutador multilinear e
d e´ um inteiro positivo qualquer.
A3) (Para a Conjectura B.1.14) Em [STT2], P. Shumyatsky, A. Tortora e
M. Tota mostraram que tal conjectura e´ verdadeira para a palavra
v = wd, onde w e´ um comutador multilinear. Na verdade, mostraram
adicionalmente que w(G) e´ localmente nilpotente. E para a palavra
na˜o-comutador w, eles mostraram que o subgrupo verbal w(G) e´ nil-
potente.
B.2 Engelianidade
Conjectura B.2.1. (Plotkin, [Kh.M, Problema 14.70]) Se G e´ um grupo
n-Engel, enta˜o G e´ localmente nilpotente.
Para n = 2 (Levi, [R2, 12.3.6]), 3 (H. Heineken) ou 4 (G. Havas e M.
Vaughan-Lee, [HV]) a conjectura tem resposta positiva. Se n > 5 a Con-
jectura permanece em aberto. Nessa conjectura ha´ outros avanc¸os quando
restringimos a classe de grupos considerada. Por exemplo: se o grupo satisfaz
a condic¸a˜o maximal (R. Baer, [R2, 12.3.7]), grupos solu´vel (K. Gruenberg,
[R2, 12.3.3]), grupos residualmente finitos (J. Wilson, [W] ), profinitos (J.
Wilson e E. I. Zelmanov, [WZ]), grupos topolo´gicos compactos (Yu. Med-
vedev, [MY]) ou grupos localmente graduados (Y. Kim e A. H. Rhemtulla,
[KR]) temos tambe´m resposta positiva para a Conjectura.
Conjectura B.2.2. (Traustason, [Kh.M, Problema 16.96]) Seja G um p-
grupo n-Engel localmente finito, com p > n. Enta˜o G e´ um grupo de Fitting.
Conjectura B.2.3. (Abdollahi, [Kh.M, 17.11]) Sejam G um grupo e x ∈ G.
Se x e´ 3-Engel, enta˜o x ∈ HP (G).
B.3 Nil-automorfismos
Sejam G um grupo e ψ ∈ Aut(G). Tem-se o seguinte elemento em G:
[g, ψ] := g−1gψ,
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onde gψ e´ a imagem de g via ψ. Tal elemento pode ser pensado como sendo
um comutador usual no produto semidireto: K = G o Aut(G). B. Plotkin
definiu a seguinte noc¸a˜o (generalizac¸a˜o) de Engelianidade: sejam G,H gru-
pos. Suponha que H . Aut(G). Diz-se que ψ ∈ H e´ um nil-automorfismo
de G se para cada g ∈ G existe n = n(g) tal que
[g,n ψ] = 1.
Seja k um inteiro positivo. Um automorfismo ψ e´ k-unipotente em G se
[g,k ψ] = 1, para todo g ∈ G.
Como corola´rio (direto) do resultado de Casolo e Pusglisi [CP] segue o
seguinte resultado sobre nil-automorfismos de grupos residualmente finitos.
Teorema. (Casolo, Puglisi, [CP]). Sejam G um grupo finito e H um
grupo residualmente finito. Se G . Aut(H) e todo elemento de G e´ um
nil-automorfismo de H, enta˜o G e´ nilpotente.
Tal resultado motiva as seguintes questo˜es:
Conjectura B.3.1. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo residual-
mente finito. Seja w uma palavra de grupo. Se G . Aut(H) e todos os
w-valores de G sa˜o nil-automorfismos de H, enta˜o o subgrupo verbal w(G) e´
nilpotente.
Conjectura B.3.2. Sejam G um grupo solu´vel finito e H um subgrupo
residualmente finito. Se G . Aut(H) e todos os elementos de G sa˜o k-
unipotentes em H, enta˜o h(G) e´ limitada por uma func¸a˜o que so´ depende de
n.
Conjectura B.3.3. Sejam G um grupo solu´vel finito e H um subgrupo re-
sidualmente finito. Se G . Aut(H) e g e´ um nil-automorfismo de H, enta˜o
g ∈ Fit(G).
Conjectura B.3.4. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo residual-
mente finito. Se G . Aut(H) e g e´ um nil-automorfismo de H. Enta˜o
g ∈ Fit(G).
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